PREFATA

Lucrarea de fata reprezinta o continuare a cdtiatistica Aplicata
in Farmacie si Studii Clinice” aparuta in Edituraitersitara Carol Davila
in anul 2007 si sintetizeaza o parte din experienti autori, amandoi in
acelasi timp si farmacisti si matematicieni, iniegnlea metodelor statistice
in cadrul cercetarilor de dezvoltare de noi medeai®m, productia si
controlul de calitate a medicamentului, precumrsievaluarea clinica a
medicamentului.

Specificul volumului de fata este ca toate apliaprezentate sunt
rezolvabile cu “hartie si creion”, ceea ce pernoiteult mai buna intelegere
a “fenomenului matematic” decat o preluare “de-&Qja rezultatelor unor
softuri mai mult sau mai putin specializate. Nunthipa o astfel de
“ucenicie” este recomandat, pentru aplicatii inecaolumul de date este cu
mult mai mare, a se trece la utilizarea softuri{otilizare care va face
subiectul unui al doilea volum). In cele mai mulktazuri, ca si in
« diagnosticul cu calculatorul », rezultatele s@rokapid si sunt pertinente.
In cazurile foarte complexe sunt insa posibile iefoarte grave, care sunt
foarte bine ascunse de softuri, desi vizibile uaay abordare pornind de la
regulile fundamentale .

Cartea se adreseaza studentilor de la farmauoiasteranzilor in
biostatistica si cursantilor de la ciclul de irafaiant de doctorat, in special
cei ce pregatesc doctorate in farmacie sau in plisele medicale
preclinice. Ea face parte dintr-o suita de lucrale biofarmacie,
farmacocinetica, statistica generala si bioste#ist proiectarea studiilor
clinice etc, in pregatire in grupul de cercetattin care fac parte autorii,
care vin in plus sa umple si goluri in doua doinani in literatura de
specialitate in cercetarea medicamentului, defimt®latforma Industriala
Europeana Innovative Medicine Initiative : “in nat— in vivo correlation”
si “safety science”.

In forma actuala ea a fost « experimentata » d@arigoe multe serii
de studenti , masteranzi si doctoranzi si conaleste ca acestia pot
intelege, cu ceva efort, principiile de baza dicapea lor.

In final, autorii isi exprima credinta ca, in epoc calculului
“industrial”, cu ajutorul calculatorului, arta, nembatica si gandirea
creatoare in general, trec tot prin varful creiemuMai departe, acest mod
de gandire permite o ascensiune spre mai inaltlusiv prin unelte
sofisticate create tot de om.

Sperand ca lucrul mainilor lor nu va fi trecut @derea
Autorii
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Metrici de dizolvare

Consideram ca doua produse sub forma de tabletan @meeasi substanta
activa, in acceasi concentratie si ca am obtinuatwarele rezultate in ceea ce
priveste cedarea:

T'mp Cantitatea eliberata 0 Cantitatea de s.a. (%) dizolvatain timp
| | | 0
(min.) | TestatT, | Referinta 5 100 9
R o 80
0 0 0 53 %] 49/6’% )
10 15 5 £Tw 200 s
E 20 .15 5

20 20 10 g obsesvl0 ‘
30 40 25 0 20 40 60
45 60 50 Timp (min)
60 90 85

‘ —e— Testat —m— Referinta

Sa se calculeze “distanteld’, f,, o, p", dsi d,intre cele doua profile de
dizolvare.

Rezolvare:

Calculam:
T R R -T| (R-T)
0 0 0 0
15 5 10 100
20 10 10 100
40 25 15 225
60 50 10 100
90 85 5 25

> [Xe =X
fl :—_
Z X R
Deci f, = 0+10+10+15+10+5 _ 40 ~ 023
0+5+1C+25+50+85 17t

Factorul

f, =50*Ig 100
n o f—— 2
Z(XH - Xﬁ)
1+ i=1
n




100 100 50 100

=50* I|g——— =50*Ilg-——
\/1+ 100+100+ 225+100+ 25 /1+ 550 V111
5 5

Facem observatia ca in cazul factorufyieste stabilita prin recomandari ale
autoritatilor de reglementare, o bariera intre Entate si non — similaritate, intre
curbe si anume valoarea de 50.

Un factor mai mare de 50 justifica decizia de samiéte.

Se admite ca profilele de dizolvare sunt similaie sazul in caref, ( 50, cu
conditia ca amandoua produsele sa elibereze p&%ialB substanta activa in
primele 15 minute.

f, =50*Ig

-T 4 -T
Distantele “0” si “ 0,” sunt:0 = &5 —— Z|R | Si J, = Z|R |

SR+ T YR T]
K R R T (R-T) R+T,
0 0 0 0 0
15 5 10 100 20
20 10 10 100 30
40 25 15 225 65
60 50 10 100 110
90 85 5 25 175

—ox 10+10+15+10+5 _ *5_O: *E:E:OZS
2C0+30+65+11C+17E 40C 8 4
, 100+100+225+100+ 25 _ 4 550 550 _ _ 550

S 20+30+65+11C+175  40C 10C

Distantele “p " si “ p""(weighted fiecare punct i fiind ponderat cu
R+T,

Z(Rj +ITJ) :

SR +T)maf S L
_1 R Tl w_l T R
p==Y may—,—|sip"==
n T 'R n > (R+T)
T R R T R+T,
ma y——
T R
0 0 0
15 5 3 20
20 10 2 30
40 25 40/25 = 1.6 65
60 50 60/50 = 1.2 110
90 85 90/85=1.06 | 175

=50* 098=4887



p==*(3+2+16+12+106) :%* 866=173

all -

w_1,15%3+20*2+40*16+60*1.2+90* 106 _ 1, 3804

= =019
5 20+30+65+11C+17¢ 5 40C

Pentru normele de tipud si p nu exista reglementari care sa stabileasca
limitele intre similaritate si non — similaritate.

Norma de siguranta, provenita din norma cubicd, (R, T)=maxR,T,) va
da in acest caz:

d (RT)=15
deci curbele nu difera in nici un punct cu mai nudt15%
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CAMPURI DE PROBABILITATE
1.1.CAMPURI DE PROBABILITATE

In teoria probabiliitilor fiecarui rezultat posibil al unui experiment
aleator, rezultat considerat ca eveniment, i Sei@goo masura numeric
numiti “probabilitatea” evenimentului respectiv. Aceastaloare este o
caracteristig obiectiva a evenimentului in conglie experimentului dat.
Evenimentele pot fi simple, in sensil mu se pot descompune mai
departe in alte evenimente, sau compuse din akeimente ce se petrec
mai mult sau mai putin simultan. In acest contextem considera dau
operaii intre evenimente.
Deoarece evenimentele asociate unui experimentoalsant parti
ale unui eveniment total E este posibil sa conaiderca operatiile cu
evenimente sunt operatii cu multimi.
Scriem An B (eveniment intersectiey ntelegem prin aceasta un
eveniment care corisin producerea evenimentelorsAB, simultan. Scriem
A U B (eveniment reuniune) pentru cazul cand se prodetpuin unul din
cele dod evenimente. Nerealizarea evenimentului A estewamienent ce

se numeste eveniment opus sau contrar lui A sbmpaA sauCA.
Pentru operatiile cu evenimente functioneaza asefwaprietati ale
lor din teoria multimilor:

AOB=BOA
AO(BOC)=(ADB)OC
AD®=A

AOA=A

AOE=E
AO(BnC)=(AOB)n(AOC)
AOA=E

E=®o
ADB:AH_B
A-B=AnB

Daca avem o familie nevida de evenimefife}

AnB=Bn A
An(BmC)=(An B)mC
And=0

An A=A

AnE=A
An(BOC)=(AnB)O(ANC)
AnA=0®

d=E

AnB=AOB

. » unde | este o

familie de indici cel mult numarabila, vom puteatiede operatiile de
reuniune si de intersectie astfel:

1.

Un=Na

UaJne=Utane

ial ial

(A=Ua

EEED

ial ial
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Spunem ca doua evenimente A si B sunt incompatdala nu se
pot realiza simultan:

AnB=®
si spunem ca sunt independente daca realizarilenloise influenteaza
reciproc.

Un exemplu de evenimente incompatibile si indepeteleste cel al
aruncarii cu banul deoarece nu este posibil cadmasi aruncare sa apara
amandoua fetele si, de asemenea, aparitia unefsietma) nu influenteaza
aparitia celeilate fete (banul).

Exemplul clasic de camp de probabilitate finit fbnstituie
evenimentele ce pot agga atunci cand, dintr-o utiin care se aflbile albe
si negre se extrag n bile. Dapropotia bilelor albe in urh este pgsi deci a
celor negre este q = 1 - p, probabilitatea eveniotenA, ca din n bile
extrase, k &fie albe, este:

P(A) - C: pk qn—k

De exemplu, evenimentul ca din trei bile extrasejds fie albe - a
- si una 4 fie neagi - n- se poate descompune in felul &ton :

A=(aan)U(ana)U(naa)

[
" P =P@an +P@na)+P(naa)p Fa+ Fa=3 P =
Cszp2q3—2
Definitie:
Fie E multimea finita a evenimentelor posibile fectuarea unui
experiment sil (E) multimea partilor lui E.
Fie K OO(E) o multime nevida de parti ale lui E. Ea se numeste
corp de evenimentedaca verifica urmatoarele axiome:
1. DAOK avem AOK
2. OA/BOK avem AOBOK

Exercitiu:

Daca K OO(E) este un corp de evenimente, verificati urmatoarele
proprietati:
a. ®OK si EOK

b. DA OK,i=Ln = [JAOK si (JADOK
i=1 i=1

c. A BOK = A-BOK

2
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Solutie:

a. DeoareceK # ¢, exista cel putin o multimeA[J K. Rezulta ca
ADK , deci AD ADK = EOK si E[K ceea ce inseamna dal] K

b. Daca A OK, i =1,n, atunci prin inductie completa se obtine ca
JAOK

i=1

DeoareceA 0K, Oi =1n, avemA 0K, Di =1n si| JA OK.

i=1
DaanJK:LnJA UK ceeace implic@A =ﬁA OK
i=1 i=1 i=1 i=1

C. ABOK=ABOK=AnNBOK = A-BOK

Definitie:

Fie E o mulimesi K o familie nevid de grti ale lui E,K L1 (E) cu
proprietitile:

1. Al K=CAl K

2. (A)oy O K= [J/AD K

3. B0 K
Deci, este inchisla operdile de complementarg reuniune.

Se spune, in acest caza €amilia K, impreud cu operdgile
mertionate, formeazuncorp bolerian

Definitie:

Un elementAd K se numeste eveniment compus daca exista doua
evenimente B,DOK, B#®d, Dzd, B#zA D# Aastfel incat
A=B0OD. Un evenimentA# ® ce nu este compus se numeste eveniment
elementar.

Definitie:
Fiind dat un spau masurabil(E,K). O fundie P: K - [01] cu
propriettile:
a) P — masuni si
b) P(E)=1
se numete probabilitate.
Deci, probabilitatea ar fi o #isuia “normag”.
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Definitie:

Se numegte masurag orice fungie pozitiva definita pe corpul muimilor
masurabile, : K - R, , “aditiva” pe orice familie (A) o1 numirabili de
multimi masurabile disjuncte:

On,0m Ann An=® = u(UfAn)= > u(An)

Exercitii:

Fie A si BOK. Verificati urmatoarele proprietati:
DAOK avem P(CA)=1-P(A)

P(®)=0

Daca A B, atunciP(A) < P(B)

OAOK avem 0<P(A)<1

P(B-A)=P(B)-P(An B)

P(B- A)=P(B)-P(A), dacaA B

P(BO A)=P(A)+P(B)-P(An B) dacaAn Bz ®

P(ﬁ A j >1- Zn: P(CA) (inegalitatea lui Boole)

> @ P o0 o

Solutie:
a. DAOK avem AOA=E si AnA=o®
(A0 A)=P(A)+P(A)= P(E) =1= P(CA)=1- P(A)
. ®=CE=P(d)=P(CE)=1-P(E)=1-1=0
c. AOB= B=A0(Bn CA)dar An (Bn CA) =, deci
P(B)=P(A)+ P(B n CA) = P(A)
d. OAOK avem ®0ADE= P(®)< P(A)< P(E)= ged.
e. B=BnE=Bn(AOCA)=(Bn A)J(BnCA)
Dar (B n A)O(B n CA)= ®, deci
P(B)=P(Bn A)+P(Bn CA)=P(Bn A)+P(B- A)= ged.
f.
AOB= AnB=A= P(B)=P(B-A)=P(B)-P(Bn A)=P(B)-P(A)
g. DeoareceA n B # ® putem scrie:
A=AnE=An(BOCB)=(AnB)O(ANnCB)
B=BnE=Bn(AOCA)=(Bn A)J(BnCA)
Deci, AOB=(An B)O(An CB)O(Bn CA)

4
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Cum evenimenteleAn B, An CB, Bn CAsunt incompatibile

doua cate doua obtinem:
P(AOB)=P(An B)+P(An CB)+P(B n CA)

Dar P(An CB)=P(A)-P(B) si P(Bn CA)=P(B)-P(A)de unde
obtinem

P(BO A)=P(A)+P(B)-P(An B)

h. Deoarecec(ﬂ AJ = UCA vom aplica probabilitatea obtinandu-se

P(C(OAD = P(uCAjzl— P(OAJ = P(uCA] < ZP(CA):
= P(OA]zl—ZP(CA)

Definitie:Probabilitatea conditionata

Fie B un eveniment aarei probabilitate este difefit de O.
Probabilitatea unui eveniment A, repreZiptopotia in care negieptim s
se realizeze A in cadrul tuturor evenimentelor c@loipde probabilitate la
care apame A

Probabilitatea lui A se mai poate analizaiigisin contextul Tn care
stim ca s-a produs anterior evenimentul B. Probabilitaeanimentului A
condtionat de B se note&zin acest caz, cu: P(A/B) sap(R).

Daci s-a constatat experimental o frecierde apatie ka si,
respectiv k, pentru Asi B, frecvena relativi de apariie a lui A cand deja
a aprut B, va fi

K _ Ke - P(ANB
k —k — PB
In acest context apare naturalefinitia probabilititi evenimentului
A, condtionat de B, prin formula:

P{A(1 B
n ()=
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Exercitiu:
Demonstrati ca raportul de mai sus verifica axi@mel
probabilitatilor:
a. P.(A)20
b. P.(E)=1

c. P(AOD)=PR,(A)+P,(D), dacaAn D=
Demonstratie:

a.  DeoareceP(A))Osi P(An B)=Oobtinem inegalitatea ceruta.
b. Conform definitiei avem:
(6= =)
P (AD D)= P[(A E(g; nB] _P[(Bn Ag(DB)(D nB) _
_P(BnA)+P(DnB)_PBnA), PDNB)_
i P(B) - PB)  P(B)
=Py (A)+Py(D)

Teorema probabilitatii cauzelor
Probabilitatea producerii oticui eveniment X, este egatu suma
probabiliitilor de producere a lui X, congnate de evenimentele complete
ale sistemulu{A) = 1n si
Px(Aj) - P(Aj)PA‘(X)
S P(AJPA(X)
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Exercitii:

1. Masa, rezistenta si inaltimea sunt caracteristidependente ale unui
comprimat. Probabilitatea ca un comprimat sa nesmnda din aceste
puncte de vedere sunt: 0,03; 0,05 si 0,02. Carepsbabilitatea ca tableta
sa corespunda in raport cu cele trei caractef?stici

Solutie:

Fie B, E;, Es evenimentele care se realizeaza cand produsudpmande in
raport cu fiecare dintre caracteristici.

P(E,)=1- P(CE,) = 097

P(E,) = 095

P(E,)= 098

Daca Ck , CEk , CEk sunt independente si,EE,, E; sunt independente.
Asadar:

P(E, n E, n E,)= 097* 095* 098= 0.9031

2. Cu datele din problema precedenta sa se calculedmlplitatea ca
produsul sa nu corespunda.

Solutie:

P(CE,)= 003
P(CE,)= 005
P(CE,)= 002

Se utilizeaza relatia

P(ADBOD)=P(A)+P(B)+P(D)-P(An B)-P(AOD)-P(Bn D)+
+P(An Bn D)

si se obtine

P(CE, O CE, O CE,) = 003+ 005+ 002- 003* 005- 003* 002-

—-0.05* 0.02+0.03* 0.05* 0.02 = 0.096¢

3. In 5% comprimate rezistenta este necorespunzatdare cauza
nerespectarii formulei de fabricatie, iar 10% dauza reglajului incorect al
masinii de comprimat. Care este probabilitateaezéstenta comprimatului
sa fie buna?

Solutie:

Fie A(B) evenimentul care se realizeaza cand mziatnu corespunde din
cauza formulei de fabricatie.

P(A)=0.05 si P(B)=0.10

Se calculeaz#(CAn CB) = P[C(AD B)| =1- P(ADI B)
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Dar P(A B) = P(A)+P(B)- P(An B)= 005+ 010- 005* 010= 0.145
Deci, P(CAn CB) = 0.855

4. O capsula este considerata corespunzatoare stahdardaca
indeplineste conditiile A A,, Az, As. Datele statistice arata ca 90% dintre
capsule indeplinesc conditia ;A 80% indeplinesc conditia A 85%
indeplinesc conditia A si 95% indeplinesc conditia 4A Care este
probabilitatea minima ca o capsula sa corespurahaatdului?

Solutie

Se aplica inegalitatea lui Boole

P(n A)z1-> P(cA)
P(CA)=1-P(A)

Deci P(n A)ZZ‘P(A)_(“_D
ObtinemP(A n A, n A, n A,)=P(A)+P(A,)+P(A)+P(A,)-3=05

Deci probabilitatea ca o capsula sa fie corespoarateste cuprinsa intre
0.5si 1.

5. O instalatie este deservita de trei pompe cu fanatie independenta a
caror probabilitate de defectare este 0.1 ; 0.18.25b. Instalatia trebuie
oprita daca se defecteaza prima pompa sau pompse@ @multan. Daca se
defecteaza numai una dintre pompele 2 sau 3 itistgda@ate functiona.
Care este probabilitatea ca instalatia sa functie®e
Solutie

Fie A1, Ay, Az evenimentele care corespund functionarii pompglor
2 si respectiv 3 si fie A evenimentul cere se peglza cand instalatia
functioneaza.

A=(An A, nA)O(ANCANA)O(ANA NCA)
P(A)=P(A n A, n A)+P(A nCA n A)+P(AnA NCA)=
=P(A )P(A,)P(A,) + P(A )P(CA, )P(A;) + P(A )P(A, )P(CA) =
=0.9*0.85*0.75+0.9*0.15* 0.75+ 0.9* 0.85* 0.25 = 0.86¢€

6. Un produs este prelucrat in doua etape A si B. Detppa A piesele

sunt controlate, iar cele necorespunzatoare symelterate. Experientele
arata ca piesele corespund dupa etapa A in prepietD7%, iar dupa etapa
B in proportie de 95%. Care este probabilitatea psgesa sa corespunda?

8
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Solutie
Conform definitiei probabilitatilor conditionate em: P, (B) = P EQA

= P(An B)=P(A)* P,(B) = 097* 095=0.9215

7. Se considera doua recipiente de reactivsBB,. In recipientul B se
afla pastile de KOH, iar in recipientul, Bpastile de KOH si de NaOH in
numar egal. O pastila scoasa la intamplare din uhnal recipienti se
dovedeste a fi KOH. Care este probabilitatea casiaepastila sa provina
din B:.?

Solutie

Fie A evenimentul ca pastila sa fie de KOH.

Se aplica relatia lui Bayes:

e eB)R, (A
B B, () PP, ()

P(B,)=P(B,) =3
P, (A)=1

P (A)=

Deci P,(B,) =§

8. Se considera cinci loturi de comprimate cu struletur
a. Doua loturi cu 60% comprimate corespunzatoare;
b. Doua loturi cu 55% comprimate corespunzatoare;
c. Unlot cu 70% comprimate corespunzatoare.

Loturile constau din acelasi numar de piese. Se &antrolul unui
comprimat luat la intamplare.
a) Care este probabilitatea ca acest comprimat sgetierespunzator?
b) Daca se presupune ca acest comprimat este necozespucare
este probabilitatea ca acesta sa provina dintouad tipul 27?
Solutie
a) Se noteaza cu B evenimentul de a controla un comapri
necorespunzator si cu;AA,, Az evenimentele care constau din efectuarea
controlului unui comprimat din loturile 1, 2 saspectiv 3.
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T
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>
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I

P(Ai):é, P, (B)=04
P(Az)=§. P, (B)= 045
P(A3):%, P, (B)=03
Deci, P(B) = 04*2+ 045+ 2+03*1=1
5 5 5 5
2

_Pa)R(B)_ 0455 _

by P(A)= ME) T 2 - 045

5

9. Zece loturi dintre care trei de tipuk Acinci de tipul A si doua de tipul

A; trec verificarile la care sunt supuse in propordie 90%, 75% si

resprectiv 85%.

a) Care este probabilitatea ca un lot ales la intaraplsa fie
corespunzator.

b) Care este probabilitatea ca un lot corespunzatfie sk tipul A.

Solutie

P(A)=03, P(A,)=05, P(A,)=02

Se noteaza cu B evenimentul care constata in fagaulotul ales trece
verificarile.

P(B/A)=09, P(B/A,)= 075, P(B/A,)= 085

P(B) = > P(A)P(B/A)=0815

P(A /B) =—P(A*)PFES/ A 033

10
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1.2. VARIABILE ALEATOARE

Definitii:

a) Se numete variabila aleatoare (intamphtoare sau statistig o fungie
reak f definita pe mutimeaK a evenimentelor, cu proprietateq oricare ar
fi numarul real a, muimea X K pentru care f(xx a este un eveniment din
K.

In termeni de teoria &surii, o variabii aleatoare este o fufie

f: (E K P)- (R, B), misurabik.

Practic vorbind avem defiritprobabilitatea ca variabilai siba valori
mai mici decéat orice nu#in dat a.

b) O variabik aleatoare se numte variabila aleatoare simpla dad ia
un nunar finit de valori: f: E- R, f (E) finita si

P(f(x)=%)=P(fi(x))=n

c¢) Doua variabile aleatoare sunt independente, daca iau valori

independente una de cealalt

P((f(x)=x)n (aly) =y, )= P(f(x) = x )* Pla(y) = y; ). Ox.y,

Exemplu:
Fie X o variabila aleatoare discreta (v.a.) avamtbelul de
distributie:

P20, i=1n

X Xy X,
X unde n
(pl P, ... pnj >op =1

i=1
atunci functia de repartitie corespunzatoare va fi:

0, daca x<x;

p,, daca X(X<X,
p,+Pp,, daca X,(X<X,
F(X) =9 k4
D> p, daca X (X< X

i=1

1 daca X)X,

11
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Definitie:
Fie F(x) functia de repartitie a unei v.a. X. Daca existfunctie
integrabilaf (x) astfel incat

F(x)= Jx' f (u)du

—00

atunci X se numesteariabila aleatoare continua, iar f(x) se numeste
densitatea de probabilitate saudensitatea de repartitie a lui X

Caracteristici alevariabilelor aleatoare

Media:
Se numgte valoare medie (sau sperai matematid) a unei valori
aleatoare f, nusarul

M(f) = ZXipi , atunci cand¢ este o variabil aleatoare simpl si,
respectiv

M(f) = f:x,o(x)dx, atunci cand este o variahil aleatoare contiriiy cu
densitatea de probabilitape

Momentul de ordin k al unei variabile aleatoare reprezinta generalazare
notiunii de medie:

M, (f)=>_xp ., atunci cand este o variahil aleatoare simpl|
si respectiv,

M) = J'j: X*p(x)dx , atunci cand: este o variabil aleatoare
continta.

Momentul centrat de ordin k al unei variabile aleatoare f este momentul
de ordinul k al abaterii saletfede medie.

le(f)ZZ(Xi — M )kpi
si respectiv, 4 = [ [x=M(f )]k o(x)dx ,in cazul unei variabile aleatoare
continue.

12
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VARIABILE ALEATOARE
Dispersia variabilei aleatoare X de noteaD(X) sau o si este, in
particular, momentul centrat de ordinul doi.

D(X) = 6% = MIC-MEK) 4 = [ (x=M (X)) p(x)x
si respectiv

o? = MI(X-M(X)) 3 = > (x -4, )P, , atunci cand variabila aleatoare
este discret

Radacina pitrata a dispersieig, se numsgte abaterea medie patratica a
variabilei X, iar § abaterea standard.

Exercitiu:

Verificati urmatoarele proprietati ale mediei: daé¢ si g sunt
independente, atunci avem:

a) M(af) = aM(f)
b) M(f+g) = M(f) + M(g)
c) M(fg) = M()M(g)

Solutie:
Fie variabilele independente:

f, fo. f P20 i=1n
f: unde Si

P, P,... P, > p =1
i=1

g:(gl gy ng unde o

G J9,..- 4, ij_l
I

a) M(af):zi:afipi:aZfipi:aM(f)

by  M(f+g)=X(f+g;)pl(f=f)nlg=9,)=

i

13
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VARIABILE ALEATOARE

:Zfi+gjlp(f—f) (g_g)]_Z(f +g)piqj:

=>(fipa;, +9;p0;)= pr.q, Zg pa; =
Z[prq}z{zw
f Zq,+zgq2p. =2 fpr2g,a =M(1)+M(g)

=iZ_figjpiqj =iZZfigjpiq, Zf p.[Zg g, ] Zi‘,fipil\/l(g)=
=M(g)X fip =M(gw(1)

Exercitiu:
Verificati urmatoarele proprietati ale dispersiei:
a) Pentru orice variahilaleatoare %i orice constante gl b
D(aX+b) = &D(X)
b) Daa X, Y sunt dod variabile aleatoare independente
D(X+Y) = D(X) + D(Y)
C) intre dispersie, valoarea medje momentul de ordinul doi exist

D(X) = M(X?) = (M(X))?
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VARIABILE ALEATOARE

b)
D(X +Y)=Y((x +y,)- (e + & )f p.a, =

3ol P

‘2( ) P, + Z(y, u ) p.q,-ZZ(x -1y, — 4 )picl; =
—ZZ(X ~ 1ty )’ pq,+ZZ(y, u ) p.q,—ZZZ(X -y, — )P =
—iZ(Xi—/Jx) piZqﬁZ(yj uy)qjini ZiZ(Xi—/Jx)piZ(yj - 4y Ja, =
S - n 2l a2 0z0(x)r0t)

) DX)= (%~ ) P= X P2 XMy P Y P =
:ZXizpi —Z,UXZXi P, +,U><ZZ P; :ZXizpi =2t * py " F 1=
=2 x7p ~ =M (x?)= (M (XY

Deci, M(X) - 25 + g = M(X?) = (M(X))®

Exercitii:
1. Fie urmatoarea variabila aleatoare:

- 1 2 3 4
\02 01 03 04

Sa se determine functia sa de repatrtitie.

Solutie:
0, daca x<l1
02 daca Lx<2
02+01=03 daca 2(x<3
F(x)=

02+01+03=06 daca 3(x<4

1, daca x)4

15
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VARIABILE ALEATOARE
2. La o farmacie a fost inregistrat numarul de antibe cerut
zilnic pe o perioada de 50 de zile, obtinandu-seatioarele valori:

Cererea zilnica 3 4 5 6 7 8
Numarul de zile | 3 7 12 14 10 4

a. Sa se reprezinte tabelul de distributie a variabééeatoare
reprezentand cererea zilnica de antibiotice;
b. Sa se determine functia de repartitie corespunzatoa
C. Care este probabilitatea ca numarul cererilor sadiprins intre 4 si
7, putand lua valoarea 4 sau 7,
d. Care este probabilitatea ca cererea de antibietice mai mare de
6;
Solutie:

( 34567 8}
a X:| 3 7121410 4 |deci

505050505050

([3 4 56 7 8

" 006 014 024 028 020 008
b.  Din definitia functiei de repartitie averi(x) = P(X(x), deci:

0, daca x<3
006 daca 3Ix<4

006+ 014= 020 daca 4x<5
F(X) - 006+ 014+ 024= 044 daca Xx<6

006+ 014+ 024+ 028= 0,72 daca 6&(x<7
006+ 014+ 024+ 028+ 020= 092 daca 7(x<8

1 daca x)8

(|;5(4s X<7)=P(@4<X(@)+P(X =7)=F(7)-F(4)+P(X =7)=

= 072- 006+ 020= 086

%(X)G) =1-P(X <6)=1-[P(X(6)+ P(X =6)]=1-F(6)-P(X =6) =
=1- 044- 028= 028
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3. Sa se determin& 0 R astfel incat variabila aleatoare X sa aiba
repartitia:
b
a
s o)
X° + X 278
Solutie;
x? +x0[01]
e x 1 1
Conditille impuse suntt  —+=0 [0,1] = X==
4 8 2
X 4x+Xatog
4 8

4, Sa se calculeze media si dispersia pentru urmaoaneabila
1 2

aleatoareX :[} 2 }
3 3

Solutie:

1 2 5
M(X)=>xp =1*=+2*=="=1
(X) X P, 3+ 373 66

1 2 9
D(X)= x°p =12*=+22*Z===3
(X)=>x"p, 3t 575

5. Sa se calculeze suma urmatoarelor variabile aleatoa
{ 1 2 J {0 1 J
X:11 2 sivy:)1 1
3 3 2 2
Solutie:

12 3
X+Y:( j
Py P2 P

p, =P(X+Y=1)=P((X =1)n (Y =0)) = P(X =2)* P(Y = 0) =

1,1 1

"3 2 6

p, =P(X+Y =2)=P[(X =1)n (Y =2)) O((X =2)n (v =1))| =
= P(X =1)* P(Y =1)+ P(X = 2)* P(Y=O)=:—:;*%+§*%:g:%
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p, =P(X+Y=3)=P((X =2)n (Y =1))=P(X =2)* P(Y =1) =
1

123
Deci, X+Y:|111
623

1 2
6. Cunoscandu-se urmatoarea variabila aleatoar% 2 Jsa
3 3
se calculezeD(3X +2)
Solutie:
2_5
Vom calculaz/(x) = ZKP +2*§—§
D(3X +2)=FD(X ):9*D(x): 9*> (x —u)’p =
2 2
:9* —§ *}+ 2—_5 *_2 -
3) 3 3) 3
=g (4 1.5 _ZJ__6=2
9 3 9 3 3
7. Sa se calculeze media si dispersia pentru sumategnetor
variabile aleatoare:
0 1 0O 1 2
X:1 1isiv:1 1 1
2 2 4 4 2
Solutie:
Vom calcula media si dispersia pentru cele doumbée aleatoare:
1 1
( ) ZX P = +1*___S
2 2

D(X)=2(x~4)"p :(O_Ej *5{1——3 R A i

Analog, M (Y) = Zy,qI O*—+1*—+2*%:%si

18
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oS5 2 5

25111914411

164164162 32 8

1 5 7
M(X+Y)=M(X)+M(Y —=—
(X +¥)=M(x)+m(r)= 2+ 2=
5 11 21
D(X+Y)=D(X)+D(Y)=—+==—
(X+Y)=D(X)+D(Y)=>+2=2
8. Un transport de recipigincu materie prird sunt controla

astfel: se analizedzcortinutul unui recipient ales la intamplage se
stabilste da@ poate fi acceptat sau nu. Se cercete@dzecipieni. Dac
recipientul controlat la extrée de rang k=1,2,3,4,5 nu corespunde intregul
transport este respigsse oprgte analiza.

a) Care este repatia variabilei aleatoare caré dumarul de recipiefi
analizai? Sestie ca probabilitatea ca un anumit recipieatcorespunal este
de 2/3.

b) Sa se calculeze media acestei variabile.

Rezolvare:

Variabila aleatoare X ia valorile:

X=1 dadc primul recipient este respins

P(X=1)=P(primul recipient este respinsi):

X=2 daa primul recipient corespunde, dar al doilea recipeste respins
= P(X=2)=P(primul recipient corespundgi al doilea recipient este
respins)=P(primul recipient corespunde)*P(al doileacipient este
res ins)—z* 1_2

P 33 7
X=3 daa primele dod recipiente corespund, dar al treilea recipiené est
respins
= P(X=3)=P(primul recipient corespunde, al doileapient corespundg
al treilea recipient este respins)=P(primul recipieorespunde)*P(al doilea

2

recipient corespunde)*P(al treilea recipient eetmms)—g* g % %
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VARIABILE ALEATOARE
X=6 dad toate recipientele corespurd

5
P(X=6)=P(primele 5 recipientele corespunEi%

Deci, repartia de probabilitatea este:

1 23 45 6
X:|1 222 2220 2
3 F3F FF I
Media acestei variabile este:
1 2 22 23 24 2°
M(X)=1*=+2* — +3* —+4* — +5* — +6* —
(%) 3 3 3 3 3P 3P

0. Fie qgprobabilitatea ca o re@e de policondensareasse
produc si p =1-q probabilitatea ca refia S se intrerup. Sa se calculeze

reparttia, media si dispersia variabilei aleatoare cares dradul de
policondensare.
Solutie:

Probabilitatea forririi unui polimer cu gradul de condensare n, care

si conina n-1 legituri formate prin policondensare estg™, inmultita cu
probabilitatea de intrerupere-q = p. Deci repartia variabilei aleatoare
este:

(12 3. n

' (p pa pg’..pq"t j
Se obser¥ci Y pg"* = P o

n=1 q_l
E(X)= p+2pq+3pg® +...+ npq"™* +...= p(l+2q+3g> +...+nq"" +..)
Deoarece dinq+q2+...+q”+...=1i prin derivare se obtine
-q
1+2q+3g9*+...+nq"" = 1 ~ rezulta ca
1-q)
p 1
E(X)=—+==
(L-a p

D(X)=E(x?)-E?(X)
E(X?)= p+2%pg+32pg® +...+ n?pg"* +...= pL+22q+3°q° +...+n’q" " +..)
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q

@-a?

Dar q+29°+3q° +...+nq" =

Prin derivare rezulta:

E(X2)= p(1+ 2°q+3°g® +...+n*gq"™" +...): (1+q)p

(L-a)
(E(X)? ==
p
_pll+a) 1 _q
RezultaD(X )= .
(x) @-qf p* p’
Abaterea medie patratica estéx) = %
10. Un lot de comprimate este supus controlului pe flugeea ce

priveste greutatea, rezistenta si inaltimea. Pridibetba ca un comprimat sa
corespunda la fiecare incercare este de 0,9. Eergarieste intrerupta daca
tableta nu corespunde la 0 anumita incercare. Sargerepartitia variabilei
aleatoare X care reprezinta numarul de comprinestate.
Solutie:

Se noteaza cuy= O%robabilitatea ca tableta sa reziste si cu

p=1-q =01 probabilitatea ca ea sa nu reziste. Probabilitedetableta sa
fie supusa la n incercari est§ " pdeoarece ea trebuie sa reziste la n-1
incercari si sa reziste la incercarea n.

Asadar:
X: k k=1,2
(09)* (0) ) T
11. Sa se calculeze media si dispersia variabilei partiia
0 1 q n
X: n 1 n-1°""""" k ~k 4n-k n
q" C.pq Cop‘gmt........ p
Solutie:
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Se porneste de la relatigpt +q)" = > C¥p“t“q"™*. Prin derivare dupa t
k=0
rezulta

np(pt +)"™ = > kCH pti g

k=0
Se considerd =1si se obtine:

np(p+a)"™ = Y kCEp*a™ = E(X) = np
Derivand din rt:)Ou dupa t obtinem:
p(pt + )™ + n{n-1)p2t(pt + @) = 3 KEC pit i
Se considera = di se obtine: -
np+n(n-1)p? = Zn: K2CKprq™* = E(x?)
k=0

D(x)=E(x2)- (E(X))* =npg

12. Sa se calculeze media si dispersia variabilei partiia
0 1 k
X: | o Ae A
e’ — ..
il k!
] o Ake—A _ o Ak_l _
Soluties E(X) =Y k=——=1e") —<=le"e' =1
) 2K 2 (k-1)
0 Kk 4—A o0 k 0 k 0 k
Ex2)=3 kA e S k2 -k + k) = Sk(k-1) 2 e Tk =
k=0 k' k=0 kl k=0 k=0 k'
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DISTRIBUTII DE PROBABILITATE
1.3. DISTRIBUTII DE PROBABILITATE

Distributia binomiala

Distributia binomiak apare la descrierea evenimentelor asociate
extragiilor dintr-o urma cu bile albesi bile negre.

Distributia variabilei aleatoare “nuiinul k de bile albe din n bile
extrase” se poate reprezesitaub formi matriciak:

X = 0 1 k n
| Cp°%g" Clp'g™tClpq™ T Clpg®
Probabilitatea evenimentului esge = C,'f p"q”'k

Proprietati:
Mediasi dispersia unei variabile aleatoare repartizatetmial sunt
M =npsi D =npq

Repartiia binomial apare intotdeauna atunci cand un experiment cu
numai dod raspunsuri posibile se regate n ori

Distributia Poisson

Un caz particular al distributiei binomiale 1l phrez experimentele
care se repetde un nurir foarte mare de ori, iar evenimentul Tn @uc
apartie suntem interesiaare o probabilitate foarte ndiccategorisit uzual ca
“eveniment rar”.

Distributia Poisson se oime la limita, candn - «, p - 0 , dar
np ramane constantpp = A.

Deci, distribuia Poisson este datle matricea

0 1 k n
X = e—/i de—A...Ak _/1...£e_/1

—e
il k! n!

Solutie:
Consideim deci @ np = A si trecem la limi& dupi n

n(n-1)..(n- k+l))l_"(1_dj"_k _
i k! n“U" n

H k Akqn-K — |;
lim, .C,p‘q" " =Ilim,_

_ _ n-k
- Lujm,n(n=Y).An k”)Akan(l—ij
k! n n
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n(n-1)..(n—k +1)

darlim,_,, » =1si
n
n-k -0 L;k(_/‘)
A
Iimnm(l—ij =lim, . (1—dj =e si deci,
n n
k
lim, . Cfp“q"™ =%e‘”

0 1 k n
Ceea ce arata CX::{GA A ...ﬁe_ﬂ LA AJ
1 k! n!

Proprietati:

Media si dispersia unei variabile aleatoare distribuitasBon sunt
M(X)=Asi D(X)=2
Solutie:

Vom calcula, dup definitie, mediasi dispersia unei variabile
aleatoare distribuite Poisseinvom tine cont &

A K k—M k(k—1)"k—/1”
2oy =€ 2eak(g = 2okk-D)T =
k
Zk 1k)l— = Ae’ obtinandu-se astfel:
2 K

Ae™
M (X) = Zkzok k|

= ‘”z A :e‘”/]z —Ak_l —e'le' =)
kzl(k_l)! kzl( _1)|

)ZAk o

_ k-A k2A“ kA A

D(X) =€ /]Zkzo(T -¢€ (Zkzo Kl B ZAZkZOW * /]ZZkZoEj -
Ak

S PRGNS
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Distributia normala
Spunem & o variabik aleatoare este normal repartﬁzu(m, 02) ,
atunci cand densitatea sa de probabilitate ested#atormula:

(x-m)?

e 2(72

plxma)=—r
a2r

Exercitii:

Sa se verifice urmatoarele proprietati ale densdat probabilitatea
o(x) :
a) [ p(x)dx=P(-oo( f (t)(+e) =1
b)  M[X]=m
c) D[X] = 2

Aplicatie:
Daca X este o varialiilaleatoare normal repartizatl(m,az) ,

S X-m ,
atunci variabila aleatoarg = este normal repartizah (0).

o
Solutie:
Tinand cont de proprietatile medie obtinem:
M[z] = M[X —m}: M[X —m] _ M[X]—m: m-m _
o o o o
Tinand cont de proprietatile dispersiei obtinem:
—_ _ 2
D[Z] = D|:X m:| = D[X 5 m] = D[>2(] :0-_2 =1
o o o o
Variabila Z se numeste variabila aleatoare norraaddardizata.

0

Distributia 3> Helmert - Pearson

Se considér n observai independente X X, ..., X, (variabile
aleatoare independente) normal distribmtém, 02).
o X, —m .
Variabilele standardu, =——— , i=1n sunt de asemenea
o

independente, iar sumaatpatelor lor va avea o distributie ce poate fi
determinad.

Se defingte X =>"u? .
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Distributia variabilei X rezultate se noteaz’(n) si este diferit
pentru fiecare valoare a lui n, iar parametru rdstnete ca nurarul de
gradelor de libertate.

Parametrii (mediai dispersia) unei variabile distribuifésunt:

M |x?(n)|=n si D|x?(n)|=2n

Densitatea de probabilitate estead#¢ funcgia

XZ

A=t e 2 (y2),

r(”jzz

2

undel este funga Euler de spa I-a studiat la cursul de matematiGi
anume I (a) = J'om et dt .

Repartitia y* se folosgte foarte mult in statistica matematitn
verificarea ipotezelor asupra egaiitdispersiilor.

Distributia STUDENT

Analog cu distribtia x> , repartiia t a fost propusde Student
(pseudonimul lui W.S.Gosset, chimist statisticiaglez), pentru statistica
selegiilor mici si exprima deviaiile mediilor de selete x , fai de media

R N . 5 ~ S .
intregii populai p, masurate in— (abaterea standard a mediilor de

Jn
selegie).
Daci sunt date dou variabile aleatoarez (N(01) si V 0 x2(n)

independente, se spung\ariabila tziVDt(n) este repartizatStudent
i
cu n grade de libertate.

Marimea t nu depinde decat de riral gradelor de libertate.
Distributia de probabilitate a unei variabile aleatoare nefsie
. o 1 -t
Student tinde pentra — « , la distribuia normai p(t) -~ ———e 2

Jor

Densitatea de probabilitate esteadd fungia:
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n+1 n+l
2 L,e)e
* *(1+—j undexOR si nON.

Gl

f(x)=Ji_n

Distributia F (Behrens - Fisher — Snedecor) a rapdului a doua
dispersii

Se consider frecvent in statistic raportul a doél dispersii care
estimeaz aceed@ dispersie general a unei colectivitti. Dintr-o

colectivitate generalse extrag dauselegii U 0 x2(n,) , V O x?(n,) .

Raportul lor este o varialdibleatoare repartizaE
U

F =t 0F(n,n,)
n2
Examinand acest raport se obserd el nu comine dispersia
colectivititii generales® , de unde rezuitci distribuia acestui raport nu
depinde decéat de nuimul gradelor de libertate;nsi n, ale celor doa
dispersii.
Densitatea de probabilitate estead#e funcia:

r nl+n2 n _mtny
2 N2, om0 2
f(x)= KL ok x ox ] 4 Ik oy ,candx) 0.

r(mj*r(mj n, n,
2 2

Observatie:

Cunoaterea medieisi dispersiei unei variabile aleatoarex @
indicaie asupra intervalului in care seaaflalorile variabilei, cu cea mai
mare probabilitate. Mai exact cu cat ne iritggmn mai mult de valoarea
medie, cu atat valorile respective sunt maiirpyprobabile ca valori ale
variabilei date.
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Aplicatii:

1. Probabilitatea ca un comprimat sa se sfarame est@.1
Presupunand ca un lot cuprinde 200 comprimate Szalselleze numarul
mediu de comprimate care se sfarama si abatereia pegtdatica.

Solutie:

Deoarece p =0.1 este constant se utilizeaza repdnitnomiala
E(X)=np=0.1*200=20

D(X) =02 = npg = 200* 0.1* 09=18

2. Se stie ca 3 muncitori din 2000 fac alergie la roaadiente.
Care este probabilitatea ca intr-o fabrica cu 1880muncitori sa existe 3
muncitori alergici?

Solutie:

Se poate utiliza repartitia binomiala cu p=3/20006Q5 si n=1000.

Pnk :C: pkqn—k

p: =C3 3 ) 1 3 10OH:O 12555
1000 1000 2 O O .

000, (" 200

Folosind repartitia Poisson se obtine:

-15 3
po = €(5) _ 0195 undet = np= 15
3. Se stie ca probabilitatea ca un lot sa fie corezgian este de 0.9.
a. Care este probabilitatea ca din 10 loturi sa firtat unul singur?
b. Care este probabilitatea ca din 20 de loturi sadlibeitat mai mult de
2 loturi?
Solutie:

a) Fie X numarul de loturi rebutate. Se ia p=0.1 si;=

- 10

P(X =1)=Cfp*“q"™* =C/,* 01* 09° =———* 01* 09° = 09° = 0,387
( ) nPd 10" 01 ].'(10—1)! 1

b)

P(X)2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0Q+P(X=3+P(X = 3]=
1-[ €, *0,1°*0,9'°+C,, *0,1*0,9°+C 5 *0,1°*0,9°| =
1-(0,9°+ 0,9+ 0,45%0,8)= = 0,9 ( 0% 08 0,35
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DISTRIBUTII DE PROBABILITATE

=1-0,9 (O 92+09+09j + 0,84 E 0,9 1_1j: k] 0,9974_’8:
2 2 2

=1-0,387*2,4~ + 0,929 0,071

4, Se stie ca 20% dintre anumite produse sunt defSetaleg la

intamplare 8 produse.

a. Care este probabilitatea ca 0.1 sau 2 produse siefiecte?

b. Care este probabilitatea ca cel putin doua prodizsdie
defecte?

C. Care este probabilitatea ca cel mult doua prodasdies
defecte?

Solutie:

Fie X numarul de produse defecte. Se ia p=0.28i n=
a) P(X=0lsau2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=
=Cg*02°*08°+C,*02* 08" +C2*02°* 08° =
8l 8
=08°+ *02* 08" +———
1(g-1) 2(8-2)

= 08°(08% +16* 08+ 28* 004)= 087 (08+ 16 + 14) = 38* 08" = 0.798

*02%* 08° =

b)  P(X=22)=1-P(x (2)=1-P(X <1)=1- [P(X 0)+P(X =1)| =

=1-[co* 02°* 08° +C2* 02* 087 :1—{0,88 *02* 087}

1(8-1)
=1-087(08+16)=1- 08°*3=1- 017*3=1- 051= 0,49

c) P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0,798

5. 8% din recipientele cu materie prima sunt rebut@&re este

probabilitatea ca din 20 de recipiente 2 sa fieitate.

Solutie:

Folosind repartitia binomiala pentru p=0.08 si n=2k obtine

20 18

P2 =——(008)°(092)° =0.2711
2 =25 (008)"(092)

Folosind  repartitia  Poisson pentru A=np= 16 se obtine
, _ee(16)* _ .

P = Y " 0.258= Se observa ca rezultatele sunt apropiate.
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6. Se stie ca 10% din productia unei fabrici este taita din
produse cu defectiuni. Sa se calculeze probaleifitat din 10 produse alese
la intamplare ( cu punerea inapoi a produsului ke defecte, k=0,1,2,...,7.
Solutie:

Se poate aplica fie repartitia binomiala, fie réfiarPoisson.
k A=A

P =Ckp“g™™, P*= A E' unde n=10; p=0.1; q=0.9 di=np= 1

k 0 1 2 3 4 5 6 7

=
o

pX 0.348 0.387 0.193 0.057 0.011 0.001 0.00

n

=
o

pk 0.368 0.368 0.184 0.061 0.015 0.003 0.00

7. Probabilitatea de a avea un consum zilnic normagrergie
este de 0.75. Fie X numarul de zile lucratoare gptasnana, in care
consumul este normal. Sa se determine :

a. Repartitia variabilei aleatoare X

b. Probabilitatea unui consum normal in cel mai pdtiile
C. Media, dispersia si abaterea medie patratica &.lui
Solutie:

Se aplica repatrtitia binomiala cu n=6 , p=3/4 slig=

_ k
a) X ) Ck pkqn—k

0 1 2 3 4 5 6
Deci X:| 1 18 135 540 1215 1458 729

4096 40964096 40964096 40964096
by  P(X=4)=P(X =4)+P(X =5)+P(X =6)= 083
c) E(X)=np=45
D(X)=npgq=1125
o(X)=.D(X) =106

8. . Norma prevede pentru caprolactama punctul de §ohde
>67.2 C. Experientele efectuate asupra unui lot aratapeactul de

solidificare este repartizat normal cu medja=67.7°C si dispersia

o’ = 009. Sa se determine procentul de sarje care nu aordsgalitatii.
Solutie:
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l. ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR

DISTRIBUTII DE PROBABILITATE
Din ipoteza avem ca variabila aleatoare X (pundtilsolidificare)

este normal repartizata cu megiss 67.7°C si dispersiac® = 008eci,

X —E(X) 672-677_-05_ 5
z="—220ON(0 = =-==-166
JD(X) (01)= 03 03 3 L

-1,66 1,66

Se observa ca:
P(X(672)=P X 07,7, ,6722007)_ P(z (- 166)= 05- 04515
009 009

Deci, P(X(67.2)= 0.0485

9. Un echipament pentru producerea apei pentru solutii
injectabile este alcatuit din patru sisteme indelpete.Probabilitatea ca un
sistem sa se defecteze in timpul functionarii é&td.1. Care este repatrtitia
variabilei aleatoare X care da numarul de sisteengecpot defecta in timpul
functionarii?

Solutie:

X este probabilitatea binomialaincane= , g=01siq=1-p= 09

(0 1 2 3 4
X'((o.g)“ ci(09)°(0.1) c2(09)*(01) ci(09)(0.0)° (0.1)4]

10. Un operator poate controla vizual doua fiole decirage

minut. Pe durata unui schimb (480 minute) se ctmsta 40 de fiole de
vaccin prezinta defecte de inchidere. Consideraadnemarul de fiole
defecte este repartizat Poisson sa se determinthalplitatea ca din 5 fiole
cel putin doua sa fie defecte.

Solutie:
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Intr-un minut se constataj—Soc:O.OSS fiole defecte si sunt

inspectate vizual 2 fiole. Deci, 5 fiole de vacamr fi inspectate in

g = 25minute.
In acest timp se constat®.083* 25= - 0@e defecte. La o
repartitie Poissonl este media, decd = 2
k -02
k!
Probabilitatea ceruta corespundelku+ 2, 3, 4, 5

P = P(2)+ P(3)+ P(4)+ P(5)=0.0175

11. Sa se calculeze probabilitatea ca o variabila adeatnormala
sa ia valori intr-un interval de lungimkeo de-o parte si de alta a valorii
medii. Se ia k=1,2,3.

Solutie:

Se calculeaza

P(X - 4 (ko) =P(u-ko ( X ( u+ka)=P(-ka ( X - (ko) =

:P[—k<¥<kj:P(—k<z<k):¢(k)—¢(—k):2* P(Z(K)=2*2

unde Z =¥D N(02) si z, = P(Z ( z,)

a) Pentruk = lavem
P(X -4 (0)=P(-1(Z (1)=2* 2, =2* 0,3413= 0,6826

S,

R

RS ST
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b) Pentruk = Zavem
P(X - 14 ( 20)= P(-2( Z ( 2) = 2* z, = 2* 0,4772= 09544

C) Pentruk = Zavem
P(X - 44 (30)=P(-3(Z(3)=2* z, = 2% 0,4987= 09974

Se observa ca probabilitatea ca o variabila aleatparmala sa ia
valori inafara intervalului(- 30 ,30) de-o parte si de alta a valorii medii
este infima.

12. O variabila aleatoare este repartizata normal cdian80 si

dispersiac® = 100 Care este probabilitatea ca variabila aleatoaréas
valori mai mari decat 5 ( mai mici decat -5)?

Solutie:

a)
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l. ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR
DISTRIBUTII DE PROBABILITATE
X=-u , 5-30 X-u
P(X{5)=P =P -25(=®(-25)=
(x¢s) (0<10j [0< j (~25)
= 05-0,4938=0.0062

b)

_B\_pl X—H —5—30: X=u, — ol _
P(X (-5) P( {7 j P(—J ( 3,5] ®(-35)

= 05-0,4998= 0.0002

13. O variabila aleatoare are media= sidlispersiac® = 4 Sa
se calculezeP(0< X(3) si P(X| <1).

Solutie:

a)

0-2_x-2 3% ZJ:P(—0,552< -

P(0< X<3):P( 5 5 >
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. ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR
DISTRIBUTII DE PROBABILITATE
= q:(%ZJ —qa(%zj =0,1915+ 0,341% 0,53:

b)
P(X|<1)=P(-1X(1)= P(_l_z X2 102

2 2 2

j:p(—lSSZS—O,S):

_ (LZZJ - q:(LZ_Zj = 0,4332- 01915= 0.2417

14. Fie X o variabila aleatoare repartizata normal ewmametrii
psi 0. Sase calculez(X - 4)
Solutie:

+oo _(X_/j)z

J(Ix-re = dx=

—00

=)= o (e
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ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR

DISTRIBUTII DE PROBABILITATE

(x= ,u) _(X‘/U)Z

X = /Je 20* dx +

re—}

1
o2

w oy
ye > dy + 2

1
pverd e
0

ﬁ\

s
izi)

- e
o\ 2T

15.

T

centrifugare este f(r)= lev
r

unde reste 3 ani.

(x-p)e 2 dx=

Densitatea de repartitie a duratei de functionargnai sistem de

Sa se determine

probabilitatea ca intr-o instalatie formata din sisteme de centrifugare sa
nu se defecteze nici o centrifuga in primii 6 aaifdnctionare.

Solutie;

Probabilitatea ca durata de functionare a uneiusengentrifugi sa

fie mai mare de 6 ani este
6
o 1 - 2
J' Ze’dr=ze’ =g
I

Deoarece duratele de functionare ale evaporatoasalt variabile

independente, probabilitatea cautata v@éﬁ )3 =e”

16.
material prin strat este dg,, = 4000kg/h.

Intr-un strat fluidizat se afla M=1000 kg de gramuDebitul de

Sa se determine ce fractiune de particule se mftdrat un timp mai

mic (mai mare) decat timpul mediu de stationare.
Solutie:

7=M _1000, ¢ 15min si f(r)= ie_%
G, 4000 .
ply7)=[ tlpr=[ Lerdr=-e-
‘ T
P(T(?):J.O; f(T)jT:]_—e_l
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[I. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA
TEOREMA LIMITA CENTRALA

INTERVALE DE INCREDERE

Problema estidrii intervalelor pentru un parametr@é se reduce la
gisirea unui interval de incredef@,,6,) cu un coeficient de incredere
1-a astfel incat

PO (6(8,)=1-a.

In stabilirea intervalelor se utilizeazcaracteristicile numerice

cuantile. Se numesmiantile de ordin 3 valoareax, a variabilei aleatoare

X pentru careF(xﬂ): P(x( xﬁ):ﬂ adici valoarea variabilei aleatoare

care are la stanga ei arfa sub curba dendgiti de probabilitate.
Pentru a estima un interval se aleijea , se citesc din tabelele

cuantilele, de exempIu(1 » §I X, si se stabileste intervalul pornind de la
2 2
formula distributiei de probabilitate.

Estimarea intervalelor de incredere pentru medii
a) Cazul cand se cunoaste dispersia.

Se considero populaie repartizat normal N(,u,az). Daa se cunogte

dispersia se foloseste faptui ¢ Z = X;,u este repartizat N(01). Se

n

noteai cu z, cuantila de ordinub pentru repartia N(0J). Evident

P(za(z<z anP z,( X—H (z ,|=

= 1-= = g 1=

2 2 2 I 2
Vn
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g

* 2

Vi g
— -X * =
Z \/ﬁ< /’I< +Zl—% \/ﬁj

= P[—Y— z
1-

- g - o
=P| X-z ,*—=(u{(X+z *—=|=1-«a
[ 2 N “ 3 \/nj

Asadar intervalul gutat este

v g o g
6,.6,)=| X-z , -~ X+z ,-=
6.6) ( o n o rn)

o o
Marimea E =z , — poarti numele de eroare.

a

1—5 n

b) Cazul cand dispersia este necunascut

Daci nu se cunoaste dispersia in estimarea intervaksdoutilizea
dispersia de selge care este un estimator nedeplasat al dispelsazrece
E(s?)=o?

Se consider x;, X,,...,X, 0 selege dintr-o populée de tipul N(,u,az).

X-p
s

In

MarimeaT = este repartizatT(n-1) si, ca urmare

- v _ x S _ - *i =

P n-11-2 \/_< M= X t—l,l—ﬂ \/ﬁj

=P X -t (X4t |=1-q
n-11-— n niLl—E n
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II. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA
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Deoarece repartitia Student este simetric fata de
originet =—t

n-11-2 n-11-2
2 2

Ca urmare intervalulicitat este

s —
(6.4,)= [ _t_l_gﬁ'xJ’

In acest caz eroarea edfe=t

t > J
a
n_ll_z —\/ﬁ
S
a
n-11-2 Jn
Daci numarul de experiete esten)30 , se poate folosi aproxima

t =Z
a a
nt 2 2

Estimarea intervalului de incredere 1-a pentru diferenta a doui
medii
Se consider dow selecii din populdii normal repartizateN(,ul,af) si

N(,uz,azz).

a)  Cazul dispersiiloro?, o’ _cunoscute.

Fie o selege aleatoarex,;, X,,...,X,, din populaia N( 1, 0. ) si 0
seletie Xy, Xy, %y, dintr-o populaie N(,uz,az). Estimatorii nedeplaga

X_Z)(ll X_Z
n

ai mediilor £ si , sunt:
2

Considerand variabila aleatoabg - X, , ea este normal repartizata
2 2

avand mediaM (71 —X_z) =, — U, si dispersia D(Z —X_2)= 91, %
nl n2
tinand cont & x;; si X, suntindependente.
Variabila aleatoare z = (Xl ) (- (7 ) ~ 1) este
JD(xl—x) \/Jf+02
n n

repartizai N(0,1).
Deci, aplicand rationamentul anterior obtinem:
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X=X )=z %% (X=X 9,9
(XX £ nl+n2<ﬂl o (X, X2)+21—Z n o,

Asadar, intervalul de estirtia pentru difereta mediilor este

e M T S B LY

a a

=ym n Hymn
2 2
- g, O
In acest caz, eroarea esfe=z , |1 +—2.
Syn n
b) Dispersii necunoscute dar presupuse egale

~

In cazul in care nu cungiam dispersiile darstim ci sunt egale
o? = o = g’ utilizam dispersia ponderatie selege
. < \? Ny < |2
o (s (n-n)s  X(%— %) + 3 (% - X
P n+n,—2 n +n,—2
ca un estimator nedeplasat pentrti, variabila aleatoare
T= (Xl - Xz)_ (,ul B /12)

1 1
Syl *
n n
fiind repartizai T(n, +n, - 2)
Deoarece repatta Student este simetii¢ g, =t , rezula ca
n1+n2—2,E r11+n2—2,1—E

X, =X, -t

/ 1 1 - = 1 1
asp _+_</'11_/'12<X1_X2_t asp —+—
4 =21-5 n n o+ =21-5 n n

Deci, intervalul de incredere este:

— — 1 1 - —
0,,0,)=| X,—-X, -t S, [—+— , X, = X, +t S, |[—+—
( ! 2) ( ! 2 n1+n2—21—% P n n ' ? n+ny-21-3 P n nZJ
1 1
Cu eroareeE =t aSp.—Ft—.
217 P n n,
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Estimarea intervalelor de incredere pentru dispers
Consideim o seletie de volum n dintr-o populi@ normad N(,u,az).

_1\e2
Variabila aleatoare = (n 98 este repartizat y(n-1) si ca urmare
o
s . (n-1)s? n-1)s*
)(2 a<(n_1)_2<)(2 a Sl(z—)<02<%,
" g " Xn—ll—g Xn—lg
T2 "2

Estimarea intervalului de incredere pentru raportul a doua dispersii
Se considér selecia aleatoare x;,X,,...,%, dintr-o populae

N(,u,,af) si 0 selede X, Xy,,...,X,, dintr-o populde N(,uz,ag).
S

2
o : . .
Raportul F =—-este repartizatF(n, -1,n, -1) si deci intervalul de

02
estimaie pentru raportul dispersiilor este:

_(£ s
(GL’GU ) - (S_LZ fnl—l,nz—l,% ' %2 fnl—lnz—l,l—ZJ
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Aplicatii:
1. Sa se calculeze un interval de incredere pentruartEterminarilor
colorimetrice exprimate in molaritati 101.22; 1.23; 1.18; 1.29, daca se

cunoaste dispersia pentru o observatie individuafa=16*10"°M*. Se
alegel-a = 095

Solutie
- _X-Uu .
Se utilizeaza faptul c& = =" este repartizaXi(01)
Jn
X=-u - U o, g
z,{ (z , =>-z ,{ (2 ,=>-Z ,*—=(X-u{z ,*—
2 9 Y, 9 5 n =% n
Jn Jn
< o < o
=>-X=-Z [ *—=(-u{(-X+z [ F—==
1—5 n 1-— \/ﬁ
< o < o
=>X-Z = uU{X+z ,*—
1—5 \/ﬁ 1—5 n
— . *1074
Dar avem: sz)g:(],22+],23+1;118+129) 10 =123*10*M ;
n

Deci intervalul de incredere pentru mediaeste:

* -5 * -5
7710° o104 196+ 7710

= 0,838*10*M ( ¢ (1622*10™*M

123*10™* — 196*
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[I. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA

TEOREMA LIMITA CENTRALA
2. La receptionarea unei substante in recipienti t@teuie sa aiba 40
kg se efectueaza un control cantarind prin sondagcfpiente. Se obtin
greutatile: 39.75; 40.25; 39.50; 39.50. Sa se deter un interval de
incredere pentru greutatea medie cu un coeficienhcrederel—-a = 095
daca se presupune ca greutatile sunt distribut@alo
Solutie

Deoarece nu se cunoaste dispergidse utilizeaza faptul ca

T=X"H

este repartizaf (n—1) unde:
O X
Jn
¥ = 2% _ (3975+4025+3950+3950)
n
1

=39,75
4

2

SX:

= -x[ =

(39.75-39,75) +(4025-39,75) +(3950-39,75) +(3950-39,75) _
4 —

_ 0+(050)" +(- 025F +(- 025) _ % H gjz (_ 3]2 (_ 1ﬂ

[

2

t =-318 t =318
3,0,025 3.0,975

Intervalul de incredere este:
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1 1

39,75- 318* ( 139,75+ 318*
2% 242 2% 2\/2
1 .
Eroarea esté& = 318* 0056, deci3919( 1 (40 31
2% 22 g
3. 7 containere au greutatile 9.8; 10.2; 10.4; 9.80;100.2; 9.6. Sa se
gaseasca un interval de incredere lcua = @@mtru media greutatii
presupunand ca greutatea este distribuita normal.
Solutie B
Vom utiliza variabila aleatoafle= >—# repartizatarl (n—1)
X
Jn
X = in _98+102+104+98+10+102+ 96 =100:
n 7
—\2
2 = Z(Xi B X) -
X n-1
(98-10)° +(102-10)" + (10,4 -10)* +(98-10)* + (102 -10)* +(96-10)° _

-1

E CRCRORERERE) B

teoors = 2447

t = -2447 t = 2,447
6; 0,023 6;0,975

Intervalul de increderet0- 2.447* O—'j( {10+ 2.447* %

77

Deci (©,,0,)=(974;1026)
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TEOREMA LIMITA CENTRALA
4, La determinarea continutului de penicilina a unumar de 2500

fiole s-a gasit greutatea medi&=126.18mg, s=405mg. Sa se

calculeze un interval de incredere pentru medial&gel-a = 099
Solutie:

Deoarecen = 2500) 3Q se poate folosi aproxima t e z

sise valuaz,,,. = 258

405 405

Avem 12618- 258* ( 112618+ 258* deci intervalul

V2500 V2500’
de incredere este2597( u ( 126 39
5. Se efectueaza 8 titrari volumetrice si se obtirultaiele: 76.48;

76.43; 77.20; 76.45; 76.25; 76.48; 76.48; 76.60.c8a se calculeze un
interval de incredere pentru media masuratorileriad. - a = 095
Solutie

¥ = DX _ 7648+7648+7720+ 7645+ 7625+ 7648+ 7648+ 7660 _
n

8
=76.54¢
—\2
X — X

sf( :—z (nl ) =0.0790
tn—1;1—5 =t7;0.975 = 236

2 E—
Avemt , | XK (t ,,deci,

n—l;E SX n—l;l—E

X -t et (M« X +t Lo * S adica7631( (76 79

n-1; —5 n-1; 5
6. Determinarile succesive efectuate in doua vasehigscare contin
HCI au dat normalitatile:
N]_ N2
15.75 15.58
15.64 15.49
15.92 15.72

Se stie ca dispersia concentratiilor esfe=0, .016
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Sa se construiasca un interval de incredere cu icoemil
1-a = 095 pentru diferentay, — 1, unde g, si (4, sunt valorile teoretice
ale concentratiilor medii.

Solutie
Se utilizeaza variabila = 22— XZZ_ ('“12_ ),
0, 0,
n n,
- X..
% - L% _1575+1564+1592 ) .
n 3
- X...
X = > Xx _1558+ 1sé4g+ 1572 e
n

Zy475 = 196

Y1_X2 _(/'Il_/'lZ)

Avem, 20,<Z<z1 ,deci -z ,¢( (z , ceea ce

a
a -4 2 2 -4
2 2 2 g a. 2
G Y9
nl n2

inseamna caX1— X, —err ( 1, — 1, { X1- X, +err
unde eroarea este:

2 2
er =z a* i+&:]_,96* &16+£16:1196* O;I_O: 0'20
-5 n n, 3 3

Obtinem astfelt5,77-1560- 020 4, — (4, (15,77-1560+ 020
- 003¢ M~ M, (1657

7. Au fost examinate 75 esantioane de substanta deltipu procentul
de substanta activa 8.2 si abaterea medie patrf@iicai 50 esantioane de
substanta de tipul 2 cu procentul de substantaaacti6 si abaterea medie
patratica 0.6. Sa se gaseasca un interval cu cmdfit de incredere
1-a = 096 pentru diferentat, — 1, a continuturilor medii de substanta
activa.

Solutie:

_ _ 2 2 - 2 2

Xi=X,-z2, ﬂ"'&(ﬂl_ﬂz(xl_xz"'za ﬁ+&
=i n n, =i n,

X,-X,=82-76=06; Z 4 = Zog = 2054
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Zn,gx= 2,054

06-2054/ 224,030 _ 1 (06+2054 /204, 030

75 50 75 50
0.342( u, — 1, (0.858

8. Pentru a studia influenta concentratiei de compboatalitic asupra
reactiei de N@ se fac doua grupe de experiente indexate prin2lpgintru
concentratiile 0.5 si respectiv 1%. Se obtin datetmversiile).

1 5.18 5.52 5.42

2 5.58 5.62 5.82

Sa se construiasca un interval de incredere cuicoeul 0.95
pentru diferentay, — 1, . Se considera ca dispersiile sunt necunoscute dar
egale sil—a = 095
Solutie:

X: =X =2 Gistribuita Student cu

Se utilizeaza variabild =

S i+i
P nl n2

n, +n, —2 grade de libertate.

Avem

X1 =537; X2 =567; s? =0.08425 s? = 0.07325
_ 287 +2¢?
- n+n,-2

SZ

p

= 0.07875; t 0475 = 2.776
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t =-2776 t = 2,776
40,025 40,875

Deci

537- 567~ 2.776*1/0.07875* %+% (i = 1

14, - 11, ( 537 567+ 2.776* \/0.07875* /% +%

Rezulta-0.9361( 1, — i, ( 0.2361

9. Greutatile unor containere sunt (in kg): 16.4; 143.8; 17.0; 16.1,
15.9; 15.8; 16.9; 15.2; 16.0. Sa se gaseasca ervahtde incredere cu
1-a = 095 pentru dispersia acestora.

Solutie

_1\e2
Se utilizeaza variabila aleatoave= (n 93 undes® = 0. 286
o

= S
7 =2,700 2 =19,023

2, 0,025 9, 0,975
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X§;0.975 = 19023' /YS;0.0ZS = 2700
9*0.286, , ,6 9*0.286

Rezulta0.125( g2 ( 0. 953
1¢.02¢ 2.70C

10.  Cinci masuratori similare asupra debitului apei teaan schimbator
de caldura au dat rezultatele (kg / s): 5.76; 6884; 5.90; 5.89. Sa se
gaseasca un interval de incredéreg = @@htru dispersia debitelor.
Solutie:

X1 =588; s* =0.00975

L ah
2 =0484 2 =111

40,025 40,975

)(i;o.975 =111, X2;0.025 =0484
4* 0.00975, , , 4*0.00975

Rezulta0.0035X o ( 0. 08057
111 0.484

11. Se efectueaza 8 titrari volumetrice si se obtinultakele: 76.48;
76.43; 77.20; 76.45; 76.25; 76.48; 76.48; 76.60.cBa se calculeze un
interval de incredere pentru dispersia masuratoie alegd—-a = 095
Solutie:

n-1)s? -1)s?
( . ) <0-2 < (n > )S
a X o
n-11-7 1.2
s? =0.0790:;
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Oxz =169 2 =16,013

7, 0,025 7,0,975

X$;0.975 = 16013' /Y;;0.0ZS = 1690
7*0.0790, ,  7*0.0790

Rezulta0.03452( o® ( 0. 3262
16.01z 1.69C

12. S-au facut 20 de analize ale unei materii primes-aiu gasit o
dispersie a concentratiei de substanta actfva O. 2%aX%e calculeze un
interval de incredere pentru dispersia masuratoie alegd-a = 095
Solutie:

00 =go1 2 =329

19, 0,025 19,0,975

X129;0.975 =329; X129;0.025 =891
19*0.2132, , ,19*0.2132
329 8.91
Rezulta0.1231( o? ( 0. 4545
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13. S-a efectuat o analiza asupra continutului de anbstactiva a doua
loturi de materie prima. S-au analizat 25 de pribeprimul lot si 16 probe
din cel de al doilea lot de materie. S-a obtinudoocentratia medie 82 cu
dispersia 64 pentru primul lot si concentratia reedB cu dispersia 49
pentru al doilea lot. Sa se gaseasca un intervalaedere cu coeficientul
1-a = 098 pentru raportul dispersiilor.
Solutie:
n,=25; n,=16; s’ =64; s =49
fis24:000 = 0.304; fi504.009 = 289

f  =0,304 =289

15,245 0,01 15,247 0,99
2 % f 2 % f a
n, —:Lnl—l — < < n, —:Lnl—l;l—z
2
SZ 1 SZ

644 0304 12 (844 289
49 49

2

Rezulta0.397( 2L ( 3.7755au0.630( 2% (1.943

l 0-2

14.  Se stie ca 90% din produsele unei intreprindert sarespunzatoare.
Sa se gaseasca un interval de estimatie pentruomieogp de produse

corespunzatoare. Se alejea = @bSe face o selectie de 100 produse.
Solutie
Se utilizeazaZ = p: pA
p*q
n
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P=09; =09; Z,475 = ~Zy0s = 196
09* 0.1 09* 01

09+ 196*
100 pe 100

0.841( p ( 0.959

09-196*
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VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

| poteze statistice

Ipotezele statistice sunt ipoteze asupra regpartunor variabile
aleatoare. Ele se refefie la parametrii repatiei, fie la legea propriu zisa
de repartie. In cele ce urmeaza ne vom referi numai la ipete privind
parametrii.

Notarii conventionale

Ipoteza testat presupus adevarat, se numgte ipoteza nul si se
noteaz Ho. Testarea necesiti formularea unei ipoteze complementare,
numiti ipotez alternativ si notaé Ha. Dac se acceptHp, in mod normal
se respinge Ksi invers.

Dac testul privgte valoarea unui parametrd, de exemplu
H,:0=6, si H,:0=6, se poate intampla catitaceilalti parametri ce
caracterizeazdistribuiile sa fie cunoscti si, dupi acceptarea uneia din cele
doui ipoteze, distribtile p(x,6,) si p(x,8,) devin complet definite. Tn
acest caz, ipotezele sunt numite “simple”. Datsi ceilaki parametric nu
sunt cunosail complet, ipotezele se numesc “ipoteze compuseé. D
exemplu, dat distribuia este normaél si parametrul cautat estg , iar
dispersia este necunosgusuntem in cazul unei ipoteze compuse.

Probabilitatea unei decizi gresite
La verificarea ipotezelor se pot comite ddeluri de erori:

1. Erorile de tipul 1 constau in respingerea ipotddgiatunci cand
aceasta este adwata.
2. Erorile de tipul 2 constau in acceptarea ipotezgiaklinci cand

aceasta este fals

Notatii uzuale:

a = P (respinge K/ Ho adevrati) = riscul de a respinge in mod
gresit Ho se numgte nivel de semnifiage

B =P (accept Hy / Hy falsi) = P (respinge K/ Ha adevirati) =
riscul de a respinge in mod giteHa

=1~ =P(respinge H, |H, falsa) se numgte puterea testului.

53



[I. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA

VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

Pentru a verifica o ipotézse folosesc datele de selecpentru
calcularea unui test statistic. Domeniul de vaddeitestului care corespunde
respingerii ipotezei kicu probabilitatea se numgte regiune critis.

Metodologia de verificare cuprinde in principiumitoarele etape:
1. se presupune, pe baza unor teste anterioare s&azpestructurii
fenomenului studiat, o reparé pentru populga statisti@ din care se face
selectia;

2. se formuleaz ipoteza;

3. se calculeaz valoarea testului aleg se compat cu limitele de
acceptare, respectiv respingere;

4, Se acceptsau se respinge, in furede rezultat, ipotezagH

Ipoteze asupra mediei
1. Dispersia cunoscui

Se consider X o0 seledge dintr-o populde normak N(,u,az). Ca
urmare a teoremei linditcentrad, variabila aleatoare

_X- E(X) _X-u
g
Jn
Pentru un nivel de semnificatie@ , ipotezelesi criteriile de acceptare
sau respingere sunt prezentate mai jos:

este repartizat&l(07).

b(X)

Ho Ha Regiunea critig
H = Hy H# Uy 2) Za
2

z(—zl_g
2
H =y H) My 2,
H=Hy My -7,
2. Dispersia necunosctui
In acest caz se inlocyte in formula anteriodro cu estiméa sa

X-H

S, si setine cont & variabila aleatoard = este repartizatStudent

S
Jn

cu n-1 grade de libertate.
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Dispersia de selectie S, este de forma

n

urmatoareS? = ni—lz(x' —Y)Z

i=1

Ipoteze asupra diferertelor a doui medii
1. Cazul cand se cunosc dispersiile

Se considerdoti populaii normale N(g,,02) si N(u,,02) , o selede
aleatoare dinx,;, X,,,...,X,, din populaia N(/Jl,o*f) si 0 selede aleatoare
., din populaia N(,uz,azz).

Variabila aleatoare
z= (Xl_ X)__ (’ul__ ) = (Z_ XZ)_(’ul_’UZ) este repartizatN(0,1).
\/D(Xl—Xz) \/0124_022

n n

X1y Xogs-vesXp

2. Cazul dispersiilor necunoscute, dar presupuse alg

In cazul in care nu cungiam dispersile darstim ci sunt egale

o? =0} =o? utilizim dispersia ponderatle selege

o (=g + (-8 _ b 0 + 30 X
P n+n,—-2 n+n,-2
ca un estimator nedeplasat pendrti .

(%, =)~ (14 - 1)
g (141

P
n n

Dupd cum s-a aitat anterior, ririmea T = este

repartizai T(n, +n, —2)

3.Cazul observaiilor perechi

In cazul cand observde formeaz in mod natural perechi consider
variabila aleatoare = X, - X, .

Un exemplu de observatii perechi este masurareaeobriilor in n
probe, fiecare din ele cu doumetode diferite sau cazul cand dou
medicamente se administréamnui aceluigi lot de voluntari, Tn dou
perioade diferite.
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A VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE
In cazul in care sel@de apatin la aceiai populgie, media lui d va fi

zero:E(a): 0.

2

2
A : y ~ o, 0, ...
Cand se cunosc dispersiile aveﬁn(d):aj =—L +—2 i variabila
n n

aleatoare 0 este repartizatN(01).
d

Cand nu se cunosc dispersiile se folosesc dislgedsiselefe si setine

~

I d _
cont @ variabila aleatoares— dupi cum se poate ata wor, este
d

Jn

repartizai Student cu n-1 grade de libertate.

Compararea proportiilor

Daca vom considera un experiment in caispunsul este de tip da sau
nu, de exemplu vindecare sau nevindecare, supua@esau moarte, etc.,
numarul de rezultate k de un anumit tip Tn n répiedle experimentului este
o variabik aleatoare repartizabinomial.

k

Variabila aleatoare standardizatz = k-Elk) _k=mp _n
VD) npa  [pg
n

se

aproximeaz ca fiind normal repartizat
Fie dou populaii de tip “urna Poisson cu bile albe bile negre”, cu
parametrii (probabilitatea bilei albg), si respectiv p, . In dou seledii din

cele dod populaii, de volum n, si respectivn, presupunemsacs-a obinut
raspuns “pozitiv” dek; si respectivk, ori.

Estimarea dispersiei
Consideiim o selege de volum n dintr-o populi@ normai N(,u,az).

)2
Variabila aleatoares = (na—:?s este repartizat y*(n-1).
Solutie:
SO M e DN (R
- o> - o> - o> -
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> % - ) - 2(? - ,u)(n? - n,u)+ n(? - ,u)2 _

_ > (x - ) —n(x —ﬂ)zzn(& —,ujz | X-u

2

o o g
Jn
- . — M(x)-
Dar 5 H este repartizat N(0,1}ci M()ﬂ ’uj: (X) /J:O
o o o
S Dz[ﬂjzl
o

Deci v este o suinde n-1 @trate de variabile de tip N(0,1).

Estimarea raportului a doua dispersii
Se considér seletia aleatoare,,X,,....x;, dintr-o  populde

N(,ul,af) si 0 selede aleatoare X,;,X;,...,.%,, dintr-o populge
N, 0%).

Raportul F = este repartizakE (n, —1,n, - 1).

SR ‘5,\, 9,

Aplicatii:

1. Se presupuneicefectuarea a 4 #suratori de normalitate conduc la
valoarea medieX =1.2*10°M . Sestie ca dispersia corespuit@aare unei
masuratori esteog® =49*10°M 2. Si se verifice ipoteza potrivit dceia
valoarea medie a normaiii este 1, =10°M . Se alegey = 005.

Solurie:

. X -
Se utilizeai testul Z = Ho

519

Ipotezele statistice sunt:
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Hyo: u#=10°M vs.
H,: u##10°M
oy K-2Z
2 5
Calculand variabila aleatoare Z se obtine:
* -3 _ —3 * -3 %
7= 12*10 _410 _ 0,2 10_4 2=£D0,6
7*10 7*10 7

Ja

a

Regiunea critica estg) z1

Zz =7 =Z
_a ~ 4,005~ “oore
2 2

Din tabelul distributiei normale se obtirg,,; =1,96
Deci, regiunea criticestez) 196sauz( - 196

1,96

7, =-1,96 7
o ;

(3]
™
Il
=
(=)
—
218

Cum -1,96( 0,& 1,96 z nu apartine regiunii critice, deci se acaept
ipotezaH,

2. O intreprindere trebuieidivreze recipiente cu material recuperat cu
greutatea de 15 kg abaterea medieapaticai o =05kg. Un control
efectuat asupra a 49 de piese duce la o valoareemed 14.8 kg. S se
verifice ipoteza potrivit &reia masa medie este de 15 kg. Se atege . 001
Solurie:

H,: u=15

H,: u#15
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5o XMy _148-15_-02*7 _-14_

-28,;
g 05 05 05
o Jas

Y4
l_

= Zyges = 258

a
2

z =-258 z =258
o
2

v
=

Deoarece- 28( — 258rezulta ca z este in regiunea critica, deci
ipotezaH, se respinge.

3. Experientele anterioare arata ca greutatea unuipgorat este o
variabila aleatoare cu abaterea medie patraticdA=deng. O selectie de
volum 9 ne da o greutate med)_é:400mg. Sa se verifice la un prag de
semnificatiea = 001lipoteza potrivit careia greutatea medie este d& 42
mg.

Solurie:

Ho: u=420vs.H,: u#420

X = o _ 400-420 _

S s
Jn 3
Z , = Zyges = 258

1-=
2
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[I. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA
VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

2

Regiunea critig esteZ ) 258sauZ ( — 258
Deoarece-4( — 25Fezulta ca Z este in regiunea critica, deci se
respingeH,

4, O selectie de 16 loturi de coprolactoma cristadizae continutul de

baze volatile X = 023 miliechivalenti / kg. Presupunand ca acest comtinu
este o variabila aleatoare cu abaterea medie igatrat07 sa se verifice
ipoteza :

H,: x=020
H,: ) 020
Se alegdl-a = 099
Solurie:
X - 023- 020 _ 003*4 _ 012
z= J”O =67 op7 o,;(;7 0172; Zy, = 233
Vn V16

Regiunea critig esteZ ) z, .

z =233
Z =172 1-a
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Deoarecel,72( 233 Z nu este in regiunea critica, deci se accepta
ipotezaH,

5. Durata de functionare a unui electrod este o véaialeatoare cu
o =200h. O selectie de 25 astfel de electrozi da o dudattunctionare de
1380 h. Cua = 003Xa se verifice ipoteza:

H,: & =1500h
H,: #{1500h
Solurie:

Variabila aleatoare esté = % undeX =1380h, x, =1500h

Jn
sin=25
., _1380-1500 _ -120*5 _
Deci, Z = 500 = 200 =-3
J25

z =-2.33
o

Regiunea criti¢ esteZ ( z, undez, =z,,, = - 233

Deoarece-3( - 233ezulta ca Z se afla in regiunea critica, deci se
respinge ipotezadd,:  =1500h

6. Rezultatele unor cantariri de etaloane sunt urmek®a?6,7 ; 26,8 ;

25,8 ; 25,7. Se poate afirma ca media greutatfte mai mica decat 26.5 g?
Se aleger = 005
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Solurie:
H,: u=265
H,: u(265
Se utilizeaz variabilaT = X —S,u o care este repartizate(n—1),
Jn

regiunea critié fiind T (t,

—La?

52X _267+268+258+257
n

= 2625
2 2
1 —\2
SZ - =X =
n-1 (X' )
) 4%1 (267 -2625)" +(268- 2625) + (258 2625) + (257 - 26.25) | =
- %[0,452 + 055" + (- 045)° + (- 055)°|= %1 0034
Deci, SC 058
2625-265 _ - 0252 _ 050
T= _ = -7 [1-086
058 058 058 B
Ja
tie = thoaae = Laoes = —235
b 22D T =086

Deoarece- 235( - 086T nu este situat in regiunea critideci se
accepta ipotez#d jadica u ( 26 .5
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7. Douazeci si cinci de determinari ale unei conveasiidat valoarea
medie X =5476 si dispersia de selecti®” = .4Sa se verifice daca
conversia medie este mai mica decat 55. Se ateg®. . 01
Solurie:
Hy: =55
Hy: u(55
__ —_ —_ *

T = X—H, _5476-55_-024 5:—]”202—0,60

'S 2 2 2

o s
Regiunea critiz esteT (t ., undet, ,, =-t ., , =—1,, 09 =~ 249

t =249 T- 06

n-1,0

Deci T nu apartine regiunii critice ceea ce inseaicense poate
accepta ipotez# ;.

8. Se stie ca greutatea media a unor recipienti gste680kg. O

selectie de volumn= e da greutatea mediX = 65 si dispersia de

selectie medieS” = 025Acest rezultat infirma experientele anterioare? S
alegea = 005
Solurie:

Hot M=Hy Hat U7 U

_X-—f, _65-68_ _
T="gt ="t =18

ynoo3
t o« = lgoers = 2.306

n-11-—
2
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Regiunea criti¢esteT )t  , sauT (-t .
n—1;1—E n—l;l—E

t =12,306

n-11-%
2

Asadar se acceptH,,
9. S-au facut 25 determinari asupra continutului deonent activ al

unui amestec etalon si s-a determinat media 3445 mg/l si S= 09. In
etalon s-a introdus cantitatgg =34  0ty/l. Valoarea gasita pentru medie

este intamplatoare sau este datorata unor er¢einsagice de metoda? Se
alegea = 005

Solurie

Se verifica ipotezad,: pu=p,; Hy: UZ Y,

T= X =y _3445-3400 _ 045*5 _

s 09 09 2>
Vn V25
Regiunea critizesteT )t , sauT (-t .

11— n-11-—
2 2

t24;0.975 = 2’06

t =206

n-1,1-%
2
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Deoarece 25) 206, T se gaseste in regiunea critica deci
respingem ipotezdl . Asadar valoarea gasita pentru media de selectie este
datorata unor erori sistematice de metoda.

10. Patru termometre sunt introduse intr-un mediu copratura fixa
1000C. Ele dau indicatiile: 986, 1005, 991, 994. Savsdfice ipoteza

potrivit careia abaterile de la valoare@, = 18@O0sunt datorate
experientelor. Se alege= 005
Solurie:
Se verifica ipotezad,: u=p,; Hy: UZ Y,
X - . .
T= Ho . Regiunea criti¢esteT )t , sauT (-t .
i n—l;l—E n—1;1—E
Jn
_ X.
= 2% _ 986+1005+991+994 _ 994
n 4
1 —\2
SP=—Dx - X
-

S? = ni_l [(986— 994)° +(1005-994)° +(991-994)* + (994~ 994)2]

:%[(—8)2 +112 +(_3)2 +0]:%*194D64,7

994-1000_ _6*2
64.4 804

4

Deci T =

O-15undet,q,s = 318

65



[I. STATISTICA MATEMATICA SI BIOSTATISTICA
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Deoarece- 318( —15( 318nu se respingeH, adica erorile sunt
datorate experientelor.

11. Zece determinari ale procentului de clor dintraduge au condus la
X =0.832% si S= 002%. Daca adevaratul continut esie = %%ase
verifice ipoteza

Hot u=ty Hat 1
Se aleger = 005

Solurie:
_X—H, _0832-09 _
T= B =002 - 59
Jn V10

Zona critié esteT ('t

n-1a?

to00s = —2.262, asadar se respinge ipotet,

12. Determinarile succesive efectuate in doua vasehigscare contin
HCI au dat rezultatele :

I Il
15.75 15.58
15.64 15.49
15.92 15.72
Sa se stabileasca daca cele doua vase au in medsasa
compozitie. Se cunoaste distersia=0? = 0B alegd-a = 095
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Solurie:
SeverificaH,: =4, Hy: W%,
Xy =X, = (4~ 145)

Se utilizeaz variabilaZ = unde

9,0
n n
5 - 1575+ 15364+ 1592 _ 527 i, = 1558+ 15349+ 1572 _ 1560

Conform ipotezeH, : 1, = u,, deciy, —u, =0
Deci 7 = 1577-1560-0 _ 017[ 05:

| 016 016 016 04

= Zygrs = 196

_2
Zona criticd esteZ )z ,sauZ(-z
1-— 1
2

a

Nu se poate respingd, deoarece- 196( 05( 196

13. Doua cantare automate;Mi M, sunt folosite pentru ambalarea unui
produs in pachete de 1000 g. Se stie ca produsebmlate au masele
repartizate normal cu mediilg, si y, si abaterile medii patratice;, =39,

respectivo, =4 g. Se cantaresc cate 100 pachete din produsele a@bal
de fiecare dintre cantare si se obtin rezultad)e=1007gsi X, =1002g.
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La un prag de semnificatiee = 00da se verifice daca pachetele
ambalate au aceeasi masa.
Solurie:
Hot m =1 Hyt 1 % 1
7= Xy = X, =\ — H4,) _1007-1002-0 _

X, =t~ 11,) 5
g, 0, 3,4 |25
n n, 100 100 V100

ZO.995 = 258

=5*2=10

z =-2,58
g
2

DeoareceZ ) z , se respinge ipotezHd .
l_

a

2
14. Se analizeaza doua loturi de materii prime indexate 1 si 2.
Pentru cele 75 (80) de probe din lotul 1 (2) sanobbncentratiile medi

X, =44 (respectiv X, =40). Se stie ca dispersiile sunt? = 108
o’ =40. Cu un prag de semnificate = 08a se verifice daca diferenta
medie de concentratie intre cele doua loturi estemare decat 2.

Solurie:

Hot s —p, =2, Hyt - 4,)2

7 = X=X, _(/J1 _luz)

9,0

nl n2
n, =75 n, =80
X, =44 X, =40
o? =100 o5 =40
B~ =
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Deci, z = X~ Xe W= p) _44-40-2 2 :2*\/551.5
o’ o7 100,40 [4 1 11
1 472 4 S+ =
n N, 75 80 V3 2

=N i

2,33

Regiunea criti¢ esteZ ) z_, undez_, =z,,, = 233 deci se acceptH

15. Pentru a studia efectul concentratiei de catalizasopra conversiei

se fac doua grupe de observatii si se obtin datele:

I I

5.18 5.58

5.52 5.62

5.42 5.82
Se poate considera ca cele doua tipuri de catatidaic la aceeasi conversie
medie? Se alegeg = 00& se considera dispersiile egale.
Solurie:

Ho: =1 Hyt % 44,

< _ 518+ 552+ 542 5p8+ 562+ 582

X, 2 0537; X, = 0567;
Avem: s/ = 1 i(xﬂ —Z)Z; s; = L nZZ(XZi X_z) Sl
1_1i=1 n, _1i=1
s2 = (nl _1)312 + (nz _1)522
P n+n,—2
Deci,
$? = 3%1 (518-537)° +(552- 537)" +(542- 537)2] D%* 006= 003
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1
2

%::5——(558 567) + (552—55ﬂ2+(532—55ﬂ2h}%*093:0015

_2s? +2s7 _ 2(003+0,015)
P 3+3-2 4

=0.0225, deci S, = 015

=% % ~ o) este distribuita T cun, +n, -2 grade de libertate.

11
sph1+
T = 537567~ o__ J_' V[_ /4* - 5 0-244
( 015
01

Regiunea crltlca esté (t 2 SITHt

a
+Ny—-2,— n+ny—21-—
mE,=es 1+ 2

t =-2.776 t =2.776
n;2; % n;#n;Z;l-%

t,0075 = 2776
Deoarece- 2.776( — 244( 2. 776u se poate respinge, .

16. Pentru a compara doua benzine cu cifrele octanzesi998 o
anumita cantitate este folosita in 5 automobiletpemcercare. Se masoara
distanta parcursa pana la oprire si se obtin \alori

98 90
X (km) 22.7 21.3
S (km) 0.45 0.55

Sa se verifice daca cele doua benzine sunt difS@ealeger = 005
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Solurie:
Ho ' Mag = Hoos Hat Hog # Uy
< = 25} +2s7 _4x 045” + 4* 055°
* n+n, —2 5+5-2
Xgo _22.7- 213

=0.252 deci Sp = 05

= 445;

7+7

t =-2306 t =2,306

g 0,025 8, 0975

ts007s = 2.306 deci se respingél

17.  Cinci determinari de debit pentru un schimbatorcdilura au dat
valorile: 5.84; 5.76; 6.03; 5.90; 5.87 kg / s. ®ate presupune ca dispersia
pentru aceste masuratori este mai mica decat 8®afeger = 0. 025
Solurie:

H,: 0°=001,vs.H,: o°( 001

2
Se utlizeaz  variabila = x?= (n—1)8—2; S? =0.00975
JO
, _ 4*0.00975_

0ol = 39 Regiunea critit este data dg® ( x> 1
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(6]

¥ =39

O 0484

4; 0,025

Deoarecey s = 0484 nu se respingéd, si nu putem considera
o® (001

18. Doua echipe de experimentatori au efectuat cateb%8rvatii asupra
unor temperaturi de reactie. S-au obtinut rezdétate

X, =3108423'C, s? =1.1867, respectiv
X_2 =3105246C, s? =1.5757
Exista diferente semnificative intre rezultatel¢iiolte? Se alege = 002
Solurie:
Inainte de a aplica testul T se aplica testul Ripiean ne asigura de egalitatea
dispersiilor.
Ho: 02=05;vs.H,: 0! #0;
2
Se utilizea variabilaF = 3 @: 13
Se alegenr = 002 f,,,,04 = 416; 51500 =0.241
Deoarece0.241( 1.3( 416e acceptipotezaH, .
In continuare se aplica testul T
X, =X, _ 03117 _ 0

T= = = 0.689;
1 1 046095
S, |—+—
P nl n2
12*1.1867+12* 1.5757
S =1.3812; t,, 0055 = ~2.064; t, 075 = 2.064

24
Deoarece- 2.064( 0.689( 2. 064u se respinge ipotezd,, deci intre cele

doua echipe nu exista deosebiri semnificative.
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19. Doua pompe cu debitul nominal de 100 I/min au fiomett cu
debitele:

1978 989 | 101.298.8| 102 | 99 | 99.1 100.8100.9| 100.5

2197.2| 100.998.2 | 98.3] 975 999 979 96.8 974 972

Sa se verifice daca sunt caracterizate de aceiepsrsie. Se alege = 005
Solurie

Se aplica testul F:

Ho: 0/ =03 H,: ol #0;

X, =999, s? = 169,
X, =981, 2 = 144

s; _ 169 _ . _ . _
F=s=="7"=117; f,. = 403; f,. =0.248
Sg 144 9,9;0.975 9,9;0.025
F=1.17
j9i9; 0,02:50’248 j9i9; 0;97:54’03

Deoarece0.248( 117( 403w se respinge ipotezd, .

20. Doua clase de experiente dau rezultatele:

X,=1219, s> = 028, n, =16

X, =1179, s =0.143, n, =15

Se poate trage concluzia ca ambele experiente alacdlasi rezultat? Se
alegea = 005

Solurie:

Se aplica testul F si pe aceasta baza testul T.

H,: 0/=0.;H,: g’#0}
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2
0.208
F= Sig = m = 108; f15;L4;o.975 = 289, f1514;0.025 =0.339
F=1,08
'/1‘;,14; 0,32(.)5’339 '/1‘;1.4; 0,:725’ 0

Deoarece0.339( 108( 28%u se respinge ipotezd, .
In continuare se aplica testul T

Ho: =t vs. Hyt i # 1,

S,f _15 0.208;914 0.193 _ 0201

X, - X, _1219-1.179

1 1  0447* 035
S =+
P nl n2

T= = 0.252; t,; 675 = 2.045

= -2,045 t =2,045

27; 0,025 27;0,975

Deoarece- 2.045( 0.252( 2. 045e acceftipotezaH,: 1, = U,.
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21. S-au efectuat doua serii de cate 25 de experiebtmandu-se
abaterile standard, = 0.023 si s, =0.019. Sa se compare dispersiile celor

doua serii de experiente.
Solurie
Se aplica testul F

H,: 0/=0.;H,: g’#0}
2
_%_0.0232 _15
2 0019

Se alegea = 00Si f,,,,.45 = 198,

F=1,50

deci nu se poate respinge ipotdzg.

=1,98
24,247 0,05

Pentrua = 010si f,,,, .4 = 170 concluzia este aceeasi.

F=1,50

=1,70
4,245 0,00

N
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TESTE NEPARAMETRICE

Testele independente de distributiaumite si teste de rang,
Tnlocuiesc valorile variabilei cantitative observatu rangurile lor. Testele
neparametrice sunt valabi$e pentru variabile normal distribuite, dar sunt
mai puin eficiente, pentru acelaprag de semnifigge fiind necesare
esantioane mai mari decat pentru testele parametrice.

Aplicarea lor este posibila atunci cand variabileleatoare sunt
continue si independente.

Sa consideim o populde finita de N elemente, la care asociem
numerele x;, X, ,...,Xy - Da@ presupunem i toate elementele au acgiea

probabllltateﬁ, atunci medigi dispersia populgei sunt urmatoarele:

1 : N-1 2
,u=E(X):ﬁZlei si 02 =D(X)= Zlef—Finxj

Solutie: " v
a)u=E(X)=ZlN>m=%ZlN>s

b)

o = D(x)= E(x*)- (E(x)) = X 'p, - (2 5 p [ =
—ZN Z—Ni(z )

1 1 2 N-1
(N N2 jZNXiZ Nziijxiszvz‘a i Zx,xj

i%]

Multimea tuturor seladlor posibile de mirimea n din populge va
include:

(6 %1 %01,%,)
(Xl' X2""’Xn—1’xn+l)

(XN—n+1’ XN—n+2 ""’XN )
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Aceste probe sunt formate prin alegerea a n elendintN. Exisi

C, cai de a alege o astfel de peobPresupunemicfiecare prob are

aceea probabilitate de a fi selecﬁatcin.
N

. . oo 1 . .
Si consideim media selaei j: X :—an si si consideim
nis

variabila aleatoareX = (X ,» )]. ey

Proprietati:
1. Vom demonstra camedia mediel probei este egala cu media

populariei, ceea ce inseamna EE(X)
Solutie;

.\ S 1 G
E(X):ZXJ P; :C_nzxi =
j=1 N j=1

1 1
ﬁ(xl +X, F ot X +Xn)+ﬁ(xl Xy F ot X X )t

_ 1
).

Probele care coim x, se olin prin selectarea a (n-1) alte elemente

din populaia disponibifi de (N-1) elementgi, aceasta se poate faceG{;

moduri. Vor fi deci C]; probe corinand x, si la fel se aplig pentru

fiecare x .

| 1\ n-1
CITI = N! :E (N 1) :ECR‘__:; = CN_l :1
n(N-n} n(n-1}(N-n) n Ci N
In consecim
()= L (1 v ) 1.CM i 1onen | DaX

E(X]|= —cnt | = =% N X =% — X ==L =

Cﬂ(n N 1X'j n Ci <" n N21' N
ceea ce aveam de demonstrat.
2. Similar se poate arata ca dispersia variabileitasra este:

D(X):U_N n:U_( _n 1]
n N-1 n N-1
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Observatie:
2

. ..o O
Este de notatacdac N - o, atunci dispersia luX - —, forma
n

ei obknuita pentru o populge infinita, sau pentru experimentul de tip
extragie din urrd cu intoarcerea bilelor extrase inarn

Testul Wilcoxon

Testul de rang Wilcoxon este un test cu ipoteza rdl doua
populdii sunt identice, fat de ipoteza alternativca ele difed printr-o
translaie linea#.

Testul inlocuigte observgile prin rangurile lor. Rangurile sunt
repartizate la valorile din sel@cin ordinea creterii marimii fara sa tina
cont de probeleacora le apain.

Sa presupunemaco proli este de ririme nsi alta de nirime N-n.
Testul presupuneimrice combinge de ranguri Tn aceste dogrupuri este
egal probabil. Numarul total de moduri de grupare a rangurilor e5fe.

Nu este gor si calcukm toate posibiliitile, astfel incat vom folosi
faptul a media rangurilor unei probe este distriBaproximativ normal cu
urmatorii parametri

e(R)=N*1 g pfR)= (NN -n)

2 12n

Sunt disponibile tabelele care dau limitele de ptare a ipotezei

H, pentru suma amuti, ca o funge de n, Nsi riscul asumat.

Fie R suma rangurilaii R media rangurilor probei deamme n.
In cazul nostru in loc de avem rangurile de N valori insemnand

numerele 1,2,....N, deci Z X, —Z (N ) Si
N N. N(N +1)I2N +1
S =y = NN )

Valoarea medie a IUR va fi

/)= L yx = L NN gfg)- N2t

n-1

Dispersia luiR esteD(R) U—(l— junde
n
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o =D(X)= E(X?)- (E(X)? = 1 3w - L (5% | =

N &1 F 1
:izNiz_i Ni)z _IN(N+7)2N+1) 1 [N(N +1)j2 _N*-1
N < N?Z et N 6 N? 2 12
[— 2_ — f—
Deci,D(R)=N IN-n_(N+1)(N-n)
12n N-1 12n
— N+1
A o _R-ER_. R
In concluzie, variabila aleatoai® = Sl = va
Jo[R) \/(N +1)N - n)
12n

fi repartizai aproximativ N (07).

Notatii alternative:
a) Daca N=n+n,; n=n si N-n=n,, (n,<n, ) se obtine:
R- n+n,+1

z= 2 (testul_Mann — Whitney)
(n+n,+2)n,

12n

r_m(n+n,+1)
2
\/(nl+n2+1) nn,
12
c) Kruskal si Wallis au observat ca aproxtmaeste imbuitatita cand
valoarean este mai mare de 0,02 prin aducereaRumai aproape de media

b) Se amplifica cun,, se obtineRn, =R si z=

) 1
lui cu —.
2n
R- N+1+i
2= 2 2n
N+1)N—-n
12n
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Ajustarea pentru valori egale in testul Wilcoxon
Daci apar egalitti, o alternatid pentru neglijarea lor este de a
repartiza la aceste obsetivanedia rangurilor pe care le-ar fi primit diacu
erau egale.
Sa consideim un grup de k egaditi. Rangurile corespunzatoare
m+1, m+2, ..., m+k sunt inlocuite cu media lor.

s Kk +1)
(m+1)+(m+2)+..+(m+k) _ m+— _ ekt
k k 2
— 2_ — —
In acestcazD(R)z N(N*-1)-T, N "undeT = (k -Lk(k +1)
12nN n-1
= N+1 1
—_ (— R- 4+ =
In concluzie, variabila aleatoarg = R_E(R): 2 2n
JD(R) \/N(Nz—l)—T*N—n
12nN n-1

va fi repartizat aproximativ N(01).

Testul Wilcoxon pereche

Wilcoxon a propus deasemenea un test pentru detarmeare in care
rangurile sunt atribuite animii absolute a diferaelor si apoi se d
rangurilor semnul diferealor.

Ipoteza nul este & distribuia diferenelor este simetricfata de zero,
astfel orice rang este pozitiv sau negativ cu acg@babilitate. Valorile
egale primesc ca rang media rangurilor grupului.

Numirul total de moduri de sume de ranguri ce se poheleste2" .

Sa atgam rangurilor i variabilele aleatoare,dunde
_ |1, dacai este poztiv

0, dacai este negativ’

Se foloseste insa cea mai mica valoare dintre gamgurilor pozitive si a
celor negative.

Sa considefim suma rangurilor positive = Zdii :

s N(N+1)
Tn acest caz, variabila aleatoafe= 5~ E(S) = 4 va fi
JD(s) \/N(N +1)(2N +1)
24

repartizai aproximativN(01).
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Testul H, Krusskal — Wallis, de analiza a variatiei“pe o cale” aplicata
rangurilor
Testul H, sau testul Kruskal — Wallis este o gelieree a testului
Wilcoxon in cazul a k probek)2. La fel casi in testul Wilcoxon,
observdile primesc rangurigi media rangurilor Rse calculeaz pentru
fiecare grup.

/)= ¢ 0R)-

(N+1)(N-n)
12n,

RaportuIR_T/_(:)E(ﬁ) va fi repartizat N(01), conform teoremei limita
DR

centrala.

~

Kruskal si Wallis au afitat @ suma ptratelor lor, cu un factor de
n
ponderare(l— Nlj are aproximativ distrittia y?(k -1)

| R-14 | N
H=2, \/(N+1)(N—ni) (“ﬁ'JDX (k-1)

12n

DT

N3

Dac apar valori egale, H trebuia §e impirtit la factorul 1-

unde T =(k-1)k(k+1)=k®-k este calculat pentru fiecare grup de
legaturi.
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Aplicatii:
1. Sa se verifice urmatoarea ipotekd, : 1, = i,, H, 1, # 14,
folosind datele

X, 11 22| 31 4.3
X, 10 24| 3,3
si avand risculr = 005

Solutie:
Ordonam crescator valorile acordandu-le rangulsmrezator:

Rangurile |1 2 4 6
X, 1,1 22| 31| 43
Rangurile | 7 3 5
X, 10 | 24 | 3.3
E:M:E:SS @:w:§:5
4 4 3 3
5_7+1+ i
Aplicand testul Wilcoxon obtinenz = 2__2"3(1g
7+1)(7-3
12*3

Deoarecez,,, = 164i z=110(- 164 ,164) se accepta ipoteza.

2. Se dau datele urmatoare date:

x:1.1;2.2;3.1;,4.3; 25 si X,:10;2.4;,3.3;25; 2.5
Sa se verifice ipotez#l , : 1, = i,, H, : 14, ) ¢yasumandu-ne riscul

a = 005.

Solutie:

X X,
Valoare | 1.1| 22| 3.1] 43 25 10 24 335 |25
Rang 1 2 7 9 5 10| 3 8/ 5 S
Media 4.8 6.2
rangurilor
E:l+2+;+9+5:4-8 32:10+3+58+5+5:6'2
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R N+1,1

2 2n
\/N(Nz -1)-T, N-n
12n-N n-1
Deci, T =4*5* 6 = 12((rangurile care au valori egale).

1041 1
+

2 2*5
\/10(102 -1)-120, 10-5
12*5-10 5-1
Deoarecez,,, = 164i z= 0170(- 164 ,164) se accepta ipoteza

undeT = (k —1)k(k +1)

Z=

6.2 -
gol7

Z=

3. Sa se verifice urmatoarea ipoteldg : 1, = (,,

H,:u, ) y folosind datele:
x:1.1;2.2;3.1,4.3;2591,:10; 2.4; 2.8; 2.5; 2.6
si considerand riscul = 005

Solutie:
Vom face diferenta dintre valorilg, si X, si vom aloca rangurile

corespunzatoare valorilor obtinute:

X, 1.1 2.2 3.1 4.3 2.5
X, 10 2.4 2.8 2.5 2.6
X, =% | 8.9 0.2 -0.3 -1.8 0.1
Rangul| 5 2 -3 -4 1
Suma rangurilor pozitive: 8
s_N(N+1) 8_5*(i+1)
= = 0001
\/N(N +1)(2N +1) \/5* (5+1)* (2*5+1)
24 24

Deoarecez, o
4. Se dau datele urmatoare:

x:1.1;22;3.1;4.3; 2.5
X,:10; 2.4; 2.8; 2.5; 2.6

X3: - 2.2;3;,3.5; 2.7
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Si dandu-se risculr = 00Sa se verifice ipoteza

Ho ity =, = s, Hptpy # 1, # [y

Solutie:
Xl X2 X3
X |11]22] 31 43 25 10 24 28 25 26| - 22 |35B27
R |1 2 10| 13] 5 14 4 9 6 7 3 11 1p
ﬁ 6.4 8 8.25
2 2
=] 84-75| (1 5) 18-75 | () 5
15*9 14 15*9 14
12*5 11%5
2
4| 82775 *(1—ijms.2
1510 14

12* 4

Deoarecey’,; = 599 si y2 = 32( 599 se accepta ipoteza.
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REGRESIA LINIARA

Dac reprezentarea grafi@ dod marimi ce sunt observate simultan
sugereax o0 dependetfi liniara, ajungem la problema deterrari dreptei ce
descrie “cel mai bine” aceasiependeta.

O soluie a acestei probleme o constituie “dreapta prie o&i mici
patrate”, dreapta pentru care sunmiratelor distantelor de la ea la punctele
experimentale este minén

Examiram cazul cel mai simplu cand valorile variabilei cafe in
cele mai multe cazuri corespunde timpului) nu safectate de erori,
pentru fiecare valoare a lui x corespund un #ude valori y, determinate
ntr-un singur experiment printr-o metodfectad de erori intamgtoare:

Yi1s Y12100+1 Yin, s pentrux,

Yies Yizse- Vi » PENIIUX;, i=1,2,... K

Sa admitem @& pentru un x fixat, valoarea rsurati yeste o
variabik aleatoare cu urmatoarea strugtur

y=n+&e=x+px+¢

distribuiti normal cu dispersia® si median = a + X

Problema care ne-o0 punem este aceea ca, din datele
experimentalg;, sa obtinem nite estinari a, bsi §® pentrua, B sic? si sa
determiram distribdiile acestor estina.

Estimarea ecuizi de regresie o notanyY:= a+bx

Metoda celor mai mici girate di valorile asi b care minimizeax
suma g@tratelor devigilor (erorilor) intre valorile observatey, si cele
prezise de ectia de regresie:

SSH ZZ(yi _Yi)2 ZZ(yi —a—in)z
Metoda este in principal datoidti Gauss.

Valorile lui asi b care minimizeaz suma ptratelor erorilor sunt
soluiile sistemului

0SS _ | . 0SS _
__Os__
oa ob
aa_SaS:_ZZ(Yi_a_bxi):O si aa_SbS:_ZZ(Yi_a_bxi)Xi:O

ceea ce este echivalent cu
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na+bzxi ZZYi si azxi +bzxi2 :zxiyi
Avem un sistemul Cramer cu doua ecuatii si douaimescute prin
rezolvarea caruia se @b a si b ca estimatori pentru si 3:

A:ZXi ZX,IZ =nzxi2_(zxi)2
Aa:%Xiy;/i %):'2 :ZinXiz_inzxiyi

Ab:znxi ZZ:le;/I :nzxiyi_zxizyi
Deci,

s IIZK XRIXY o MK D XD,
Y x-(% f Y x-(% f

Numiratorul expresiei lui b poate fi scrggin forma
DITED RO NEL DITES B0 PRI AEEIY
Deoarece) | ()g —Y): 0siY> ()g —Y): 0, mai putem scrie

Y- Xh = =X - Y - %)= 2 -Xhy V)

Pe de alta parte,

0y (x - X =n3 [ - 2xx +X°)=nlS % -2X T x, +nX =
RS ARG S

Deci, b= nZ( >i)2 = ( _)Z' sau, scris intr-o forin
nZ(xi - )_ 2( i _X)
alternativa, avem:b = Z(X - X)(E _Y).
> x -

Vom calcula in continuare media si dispersia penrsi vom
demonstra cd este un estimator nedeplasat al fuiadica: E(b) =p0
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E(b)=E[Z(Xi _Y)MJZZ()% _Y)E(yi)ZZ(Xi —Y)(a+[,5<i)=

¥ (- X > -Xf > (x-xf

S I ) R )
X0-x) S b-xf ¥ (¢ X[

Dispersiile lui asi b pot fi oltinute direct, deoarece sunt fiinc
liniare dey,, care valori sunt presupuse independgntéistribuite normal,

cu dispersiag”:
D(b):DF("Y)M]:Z(&—Y)ZD(M)_ -

Sk-xf ] (Sh-xp) XX

Pentru a calcula dispersia la@se tine cont ca=Y -bX si se

obtine
2
s, :,/—zn‘ g

Estimatii si ipoteze asupra coeficientului b
Coeficientul b este repartizat normal cu mediasi dispersia

0.2

> -X)

Daci y sunt punctele experimentale, iafestimirile lor teoretice,

Y, = a+bx, atunci sumaiiratelor erorilor va fiSS; = Z(yI —Yi)2 :
Deci,

ss. = [y —(a+bx )] =

= Z[(yi ~V)+ (Y -a-bx ) = Z[(yi ~Y)+(a+bX —a-bx ) =
=3[y, - ¥)-bl - X =

= Z(Vi _7)2 _ZbZ(Xi - )?)(Yi ‘V)'FbZZ(Xi - )7)2

Dar, conform formulei alternative, avem

o2 XD sty et X
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Inlocuind in formula suma patratelor erorilor seioé:
SS, Z(yl V) -0 (x - X)* = A- B = E(SS; ) = E(A)- E(B)
A=y -V |=ElX vz -nv’)=E( vz)-nelr’)
In continuare, folosind:
. “teorema lui PitagoraD(Y) = E(Y2 )+ (E(Y))?
- Ef)za+pX s
. p(v)= D[&]:iz DY) =2 no? =%

n n2 “'n

se poate aine:

A=Y [+ s ) +02]-n {a+,[>’x) 0—2}:

=Y a® +2apx + B )+ Yo7 - ”{(az + 20ﬂ?+,82?2)+0—} -

n

=na®+2aB> x +B°) x’ +no’ -na? —2naBX -ng*x’ - no_ -

:(n—1)02+2a,82(xi )+,8 Z( —_) (n-1)o? + B2 Z( )
Deci, E(A) = (n-1)o? + B2 Z(xi -X)
E(B)=Ep*S (x - X)*)=3(x - XEb?) =3 (x - X)’[Dlb) + (EG)?]=

Rt et

Inlocuind in E(SS; )vom obtine:
E(SS.) = (n-2)0? + B2 (x - X - B2 (x - X) - 0% = (n-2)o?

SS ) o
Am demonstrat astfel ci(—Ezj:Uz, deci variabila aleatoare
n_

?(n-2).

Vom putea estima intervalele de incredere peftrsi verifica
ipoteze asupra valorilor sale.
Vom studia cele doua cazuri: cand dispersiile sunibscute si cand nu
cunoastem dispersiile.
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a) Cazul dispersiilor cunoscute
In cazul in care se cunga dispersia erorilor de dmurare

D(¢,)=D(y,) =0 se  folosgte  faptul @ variabila
b= _  b-p
VD(b)

aleatoare = este repartizatN(01).

0.2

B

b) Cazul dispersiilor necunoscute

in acest caz se nlocyte dispersia lui bo, = _)2 “ dispersia de

Z(i—X

$E
selegie” S, =—N"2 _
b . - —_\2 .
Z(Xi - X)
. _ b-p .
Variabila aleatoarel = este repartizét Student cu
$E
b =X
(=23 % - X
n-2 grade de libertate.
Intervalul de incredere pentru p este
- +
b tn_21_%SD<,8(b tn—z,l—ﬁs‘)
Aplicatie
1. Sa se calculeze dreapta prin cele mai mici patate aproximeaza
punctele
X 1 2 3 4 5
Y, 2 5 5 8 11

si care trece prin origine si sa se determine vatal de incredere 90%
pentru panta dreptei.
Solutie:

91



[I.STATISTICA MATEMATICA Sl BIOSTATISTICA

REGRES A LINIARA
Dreapta care aproximeaza punctele este de form# * x.

Din metoda celor mai mici patrate, panta dreptee Ggproximeaza

dependenta liniarg/(x)esteb = %_X))Z'
X

; —X

In cazul nostru avem:

X | Yol x | x-x (xi —})yi (Xi _;()2 Z()g _;()2 Z(xi —;<)yi
1 2 3 -2 -4 4 10 21

2 5 -1 -5 1

3 5 0 0 0

4 8 1 8 1

5 11 2 22 4

b= f—é = 2.1deci, dreapta de regresie este 21* x

12

10 y =2,1x //.
: p
) P
. /769/
N
0 - -
0 2 4 6

Intervalul de incredere 90% pentii se calculeaza pornind de la

distributia t a variabilei aleatoare.
b-p
Tn—2 =

(oo
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sS. =3[y ~(a+b*x ) =Xy -b*x) =

=(2-21*1)* +(5- 21* 2)* +(5- 21*3)° + (8- 21* 4)° + (11— 21*5)* =

= 001+ 036+ 169+ 016+ 025= 277
_21-8 _21-8 _21-8
s \/ 277 009 03
3%10

Deoarecet .., =— 235avem P(— 235¢( Z'E;ﬂ ( 235) =09
P(-07(21-8(07)=09
P(-28(-B(-14)=09
P(1L4( 8 (28)=09
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II.STATISTICA MATEMATICA Sl BIOSTATISTICA
ANOVA

METODE STATISTICE DE ANALIZA FACTORILOR DE
VARIABILITATE IN EXPERIMENTUL BIOLOGIC (ANOVA)

Se pune problema compar mai multor selegi provenite din
aceiasi populatie sau din populape care lestim ca fiind normal
repartizate, de exemplu concemita plasmatice realizate de tablete care
contin diferiti excipienti, dar care au acegasubstagi activa, Tn aceeg
doz.

Vrem @ verificam ipoteza compusca acestea provin de fapt din
aceiai populgie, avand media si dispersias, deci @ excipienii folositi nu
influenteaz semnificativ cedareg absorhia substatei active:

Ho 't = 1, = 3 = 1,
fata de ipoteza alternativca cel puin doua medii nu sunt egale.

O variani de rezolvare a problemei ar fi compararea mediilor de
seletgie dou cate dod prin teste asupra mediei (de ex. testul t).

Fie, de exempluX, =5, X, =6, X, =7si X, =7. La un nivel de
increderea putem conclude cau, =y, si U, = iy si t; = l,, dar este
evident greit a aplica o relge de tranzitivitatgi a spune &

My =y Sty = U Sy = [y = = [y = [y = [,

Problema este ca in compararea acestor medii aaulepinde de
dispersie, testul t analizand cazul dispersiilaleg

Problema comparii mai multor selegi (loturi) poate fi rezolvata
prin alte metode care permit compararea tuturaecgedr in acelasi timp.
Cea mai populara metoda se bazgaa compararea dispersiilor de sgkec
si se numete analiz dispersiondl, dar aproape toti cercetatorii o stiu sub
forma prescurtarii denumirii sale in engleza ANO\(de la Analysis of
Variance).

Analiza dispersional este o metadfundamental a statisticii care,
n plus fai de mijloacele de calcul a “tend@n centrale” a rezultatelor
experimentelor repetate, caracterizeanai ales variabilitatea acestora.
Privita din unghiul de vedere al factorilor de ‘adnilitate ANOVA se
transforma in « analiza factoriala » care porneltda aceeasi metode dar
incearca sa rezolve alte probleme.

Variabilitatea se poate datora exiggnunor factori cu influete
sistematice, a unor factori aleatori de fluckamai pronupati sau a unor
factori locali, inevitabili, determinénd o flucti@ mai mic&, definita “ca
fluctuaie experimental’. Analiza dispersional isi propune separarea
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“variabilitatii totale” Tn: componentele datorate factorilor teigatici, in
componentele datorate factorilor cu efecte aleato@meea ce ramane
reprezinta o variabilitate “rezidugl (diferenta pan la variabilitatea tota),
care este de fapt variabilitatea experiment®)in aceste variabiliti se
evalueai dispersiile parale corespuritoare diferiilor factori, calculandu-
se semnificaa rapoartelor lor prin aplicarea testului F.

Datele experimentale se grupgaz fungie de diferite criteriisi se
urmaresc efectele asupra variabilitatii in ftiecde aceste criterii, efecte care
se compara in raport cu variablitatea rezidual

Cea mai simpl analiz dispersiona, numit analiz dispersional
unidimensional sau_unifactoria (numita in literatura englezsi “one-way
ANOVA”") sau “experiment complet aleator”, “experimte cu grupuri
paralele”,corespunde testului t de andla dod esantioane independenge
compa# dous sau mai multe grupuri.

In ipoteza @ toate grupurile apén aceleiai populgii, ideea testului
este aceeaicvariabilitatea in interiorul grupurilor trebuie §ie de acelsi
ordin cu variabilitatea Tntre mediile grupurilor.

in consecimi, dispersia total evaluai ca suma a #tratelor
diferenelor intre valorile individualesi media intregii populd selectate
SS;, este separatintr-o parte datorit variaiei intre grupuri (within), sau
variabilitatii “interioare” si o parte datorit variabilitatii “dintre” (between)

grupuri: SS; =S5, +SS;.

Grup 1
012 intravariabilitate
y i X

Daca comparam intra si intervariabilitatea cu tedtischer —
Snedecor si se obtine un rezultat pozitiv, atuneimvputea spune ca
grupurile nu difera intre ele.
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Fie modelul statisticx;, = ¢+ a, +¢&; unde :

. M este media populatiei
. U+ a, este media grupului respectiv
. &; este eroarea de masurare

Daci numirul de grupuri este ki numarul de subieg in grupul i
esten, atunci eroarea totala poate fi scrisa sub forma:

S5, = Zn:Z(Xii _Y)z

N
i =1

Dupa cum s-a demonstrat la curs, aceasta relatite goscrisa sub
formaidentitatii analizei dispersionale:

s =30 (K X + X3 X[ = s,

S5y
si raportul F = k-1 _ M5, este distribuitF (k -1,N - k).
Sy MS,
N -k
Koo
Dupa cum se obsety 1o ' 1 =<’ reprezini

dispersia de selée ponderat a mediilor de grup f& de marea medie.

Abaterile mediilor grupurilor fe&@ de media generaldepind atat de
hazardul misuratorilor catsi de factori cetin de Tndsi natura grupurilor.
Abaterile n interiorul grupurilor sunt independentle acgi factori,
deoarece fiecare valoareasurati este raportatla Tngisi media grupului
respectiv. Ele repreziafluctugii aleatoare.

Variabilitatea n interiorul grupurilor reprezintdiferena intre
variabilitatea totdl si variabilitatea Intre grupuri.
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Aplicatie:
Consideram trei grupe de determinari conform tabetle mai jos:

I 2
1 3
1 14

3 |4
4 |5
5 |6

a caror medii au fost respectiv 3, 4 si 5:
Considerand un risa = 005 se poate spune ca diferentele obtinute

sunt aleatoare si in fapt cele trei selectii sum dceeasi populatie
omogena?
Solutie:

Avem de verificat urmatoarele ipoteze:

Ho: a4y =1, = iy vs. H, : mediile nu sunt toate egale
kK N N
CalculamSs,, = ZZ(Xij - Xi)2 , adica:
T

S5, =(2-3) +(3-3 +(a-3 +(3-4) +(a-a) +(5- )"+
+(a-5) +(5-5) +(6-5) =6

Conform definitiei SS, = Z(xij —Y)z unde

i

DX _2+3+4+3+4+5+4+5+6 _36_ 4 deci.

N 9 9
S5, = (2-4F +(3-4 + (-4 +(3-a +(a-a +(5- )" +
+(4-4) +(5-4)*+(6-4) =12

O alta metoda de calcul pentr8S, este folosirea urmatoarei

formule prescurtate:

X

2
SS! :ZX2 ——(ZNX) :(22+32 +4% +3%2 +4%2 +52 + 4% +52 +62)_

2 2
—(1+2+3+3+49+5+4+5+6) :156—%=156—144=12
Pentru determinarea IuiSS; putem tine cont de relatia
SS, =S5, +SS,,, adicaSS; =SS, -SS, =12-6= 6Gau putem pleca de
la definitia lui
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koo
ss, =3n (X - X) =3(3-4) +3(4-4) +3(5-4)* =3+0+3=6
O alta metoda de calcul pent8%; foloseste formula echivalenta:

- :Z[Z"} En)

j
n;

2 2 2 2
(2+3+4) +(3+4+5) +(4+5+6) _32 —150-144=6

3 3 3
Ss, 6

Deci, F = k-1 _ MS, -3-1 =3 este distribuit Fischer cu 2, 6
S, MS, 6
N —k 9-3

grade de libertate
Conform tabelelor Fischer averf,, .o = 514.

F=3

f =514
2,6; 0,95

Cum 3( 514se accepta ipotezél, ceea ce inseamna ca cele trei
selectii sunt din aceeasi populatie omogena.
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TESTAREA EFECTELOR

TESTAREA EFECTELOR DE FORMULARE, SECVENTA S
PERIOADA IN EXPERIMENTUL INCRUCISAT CU 2 PERIOADE

Sl 2 SECVENTE

Pornind de la modelul statistic :
Yik =H+S +P + F(j,k) +C(j—1,k) &
se formeaza combinatiile liniare (“contrastele”):
. U, =Yy tY,,1=1n, k=12 (R+T si respective T+R)

y dik:%(sz_Yilk)’i:l_nk’k:l_z'

d,, , pentru.subiectii in seoventa 1 (T - R)

* Oik - . e .
~d,, pentru.subiectii in secventa 2 (R-T)

prezenta sau absenta efectelor rezultand din ap#ictestului t acestor
variabile aleatoare, conform tabelului de mai jos:

Variabila test

(1-a)/100%C.I.

Test statistic

g C=U,-U, = C+t o |1+t T, = <
L B et B R I 1 CO N R S
S o
= de_i_d_z: F+t o, i+_ T, =
— —\ [(— —\ —np+n, -2

gé %[(Y21_Y.11)_(Y22_Y12)_ (an ) mo Oyq n71+7z
(TS

P=0,-0,= 1 L. P
© | Pt Oy |—+— D
e e B S A ES
a
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Aplicatie:

Sa se verifice ipoteze privind lipsa efectelor @éeigada, secventa si
formulare intr-un experiment incrucisat cu 2 pedeasi 2 secvente,
comparand doua medicamente testat (T) si refe Rjasi in care s-au
obtinut rezultatele de mai jos :

P | PR
Secvental |2 | 3
RT 3 |2
2 |3
Secventa2(4 | 2
TR 3 |2
3 |3
Solutie:
PP uye |u, | d d., | O 0.,
RT (2 |3 |5 5 1/2 | 1/6 1/2 | 1/6
3 |2 |5 -1/2 -1/2
2 |3 |5 1/2 1/2
TR |4 |2 |6 56 | -2/2|-1/2 | 2/2 |1/2
3 |2 |5 -1/2 1/2
3 |3 |6 0 0
. Existena efectelor carry — oveinegale poate fi determiri@aprin

testarea uritoarelor ipoteze:

H,:C=0+« C; =Cq

H,:Cz0 < C; ZC,

Respingerea ipotezei nule duce la concluzia ptezefectelor carry
— over inegale. Pentru testarea ipotezelor asupraCl se folosesc
urmatoarele medii de selge corespunzand fiéoei secvere:

U_.k:izuik, k=212undeU, =Y, +Y,,
k =1

Deci,U,, =2+3=5 U, =3+2=5,U, =2+3=5
U,=4+2=6,U,=3+2=5siU,=3+3=6
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ceea ce implic&,, = 5+‘Z+5 =5siU, = 6+‘;’+6 =56

are o repartie Student

In ipotezaH,, variabila T, - ¢
~ 1.1

g, |—+—

nl r]2

cu n, +n, — 2 grade de libertate.

C=U,-U,=56-5=06

G, :\/Z(Ui1_u-1)2+2(ui2_u-2)2 —

n+n,-2

:\/ (5-5)* +(5-5) + (5—5)2' +|(6-56)° +(5-56)" +(6- 5,6)2' _
3+3-2

:\/016+ 036+ 016 :\/OfS 0.J017 004

4
0,6 i 6

Obtinem astfel variabild, =
1 1 4*07
04,/=+=
3 3

Vom respinge ipoteza rnul H,:C, =C; in favoarea ipotezei
alternative H, :C; ZC; la un nivel a = 005 de semnificae, da&

TPt . .
(52
Din tabele distributiei Student aveth

—,m+n,—2
2“1 2 j

214

=toor54 = 278
Cum 214 2,78 acceptam ipotezél ,, deci nu avem efecte reziduale.

. Pentru testarea efectelor de formula@e vor verifica urmatoarele
ipoteze :

Ho:Fr—F =0« Fy=F;

H,:Fr-F #0 = F, 2 F;
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Pentru testarea acestor ipoteze vom folosi vadabil
T, - B distribuita Student cun, +n, — 2grade de libertate,
~ |1
Oy |—+—
r.Il r]2

2 _ Z(dil _a'l)z +Z(di2 _d-2)2 .

undeF =d, -d, sid? =
' ' n+n,-2
Dar mediile diferetelor intre perioade in interiorul figxei secvere

Suntd—.k Zdlk ! Unded 2( i2k Yllk)'

k i=1

In cazul nostru avem:

-2 1 2-3 1 3-2 1
N R R
2-4 2 2-3 1 3-3
d42:—2 =_§:_1’ d52:—2 :—E’dezz—2 =0
}—}+} 1 - —1—1+0 1
ceea ce implicad =2 2 2_Zgd,=— 2 -_=
3 6 3 2
Facand inlocuirile obtinem:
5o - =0 + 3l - f
n+n,-2
(1 17 (1 1) (1 1)
e ™ U S B B R ——
2 6 2 6 2 6
== +
3+3-2
B 2 2 2
—1—1 + —1—1 + 0—1
2 2 2 2
+= =
3+3-2
(141)(941]614
474"4) o4 1,25
9 99)\4.44)_9"4_1,25,,,
4 4 4 6

Rezultacag, O 102
Vom obtine astfel variabila aleatoare:
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1.1
F 6 2
T, = =6 2 o7
OA-d i + i :LO4* 1 + 1
n n 3 3

Aceasta variabila aleatoare este repartizata Stwtem +n, — 2

grade de libertate.
Cum 214( 278=t, ,4,; acceptam ipotezél,, deci nu avem efecte

formulare.

. Existena efectelor de perioadpoate fi determinét prin testarea
urmatoarelor ipoteze:

Ho:R -F, =0« B =P,

Hya:B -P, #0< P #P,

Dupa cum am definiO, =d,, respectivO, =-d., si O, =d.,,

respectivO,, = —d.,
Pentru testarea  ipotezei H, vom folosi variabila

P : :
T, =—————=repartizata Student co, +n, — @ade de libertate, unde
1
s (1.1
r.Il n2

A 0O _ Z(dil _6.1)2 +Z(di2 _d-2)2

P=0,-0,sid;=
n+n,-2

04

11 1

Vom obtine astfel variabild = 6 2 = 3 0-045si

Lo+ L4 1 10207
33

deoarece, ;s = —278( - 045( 278=t, ,4,s acceptam ipotezai,, deci
nu avem efecte de perioada.
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LEGATURA ANOVA —TESTUL T
ANALIZA DISPERSIONALA CU INTERACTIUNI INTRE
FACTORI

Analiza dispersionala a datelor de bioechivalenta urmeaza un model
statistic ANOVA pe doua cai cu interactiuni de tipul

Yijk =,U+O'k+,3,' Vit
undei =11, j=1J, k=1K

Acest modelul biostatistise poate aplica unui experiment incrucisat,
cu 2 perioade si 2 secvente.

Se consider doua medicamente, unul de testat (3i) unul de
referina (R), administrate unui lot de voluntadndtosi in dowi secvere
(RT) si (TR) si doua perioade (ki Il). Fiecare subiect este asignat aleator fie
secverei 1 (RT), fie secvari 2 (TR). Subie@ in cadrul secverei RT (TR)
primesc medicamentul R (T) Tn prima periéadl medicamentul T (R) in
cea de a doua pericadPerioadele de administrare sunt, de obicei, separate
printr-o perioad de ,spalare ” de cel pim de trei ori timpul de Tnjutatire
al substatei active din medicamentul administrat.

Rezultatele experimentului sunt variabile aleato#e pe care le

consideim avand urritoarea structur

Yo =u+C tP +F +&, +§

unde:

. U este media totala,

. i este indicele pentru subiedt=1,n, ,

. j este indicele pentru pericad

. k este indicele pentru secvan

. F, este efectul direct, fix, al medicamentului (forai)

administrat in perioada j, In secvark (Observae: efectul este de fapt
cantitatea de medicamentasarai sau un parametrul farmacocinetic
calculat pornind de la aceasta).

. C,.. este efectul carry — over (fix) al medicamentaldministrat in

perioada j-1, (de exemplu concentratia medicamentamas in organism

in perioada Il din administrarea in perioada I).nSideam ca, datori&
existenei unui interval de timp “de gfare” suficient intre administrari,
efectul carry — over nu dégeste perioada consecutiva celei in care a fost
administrat medicamentul.
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. Observam ca pe post @e apare efectuC, ,, (carry — over sau “de

secventa”), pe post dB; apare perioada, si cand efectul de formulare apare

efectul medicamentului.
. Considedim ca variabileleS, (“efectul de subiect”) sunt repartizate

identic pentru toate formularile administrate, cedia Osi dispersiac?,
. e, reprezini eroarea aleatoare inasurarea valorilor individuale

pentru fiecare subiect, variabilegg sunt repartizatéN (0, aj).
Modelul se mai poate scrie si sub forma :

Y =Ly S HE

unde efectul fixu, este de forma prezentata mai jos:

Secventa Perioada (j=1,2)

(k=1,2) I Il

1(RT) My = H+P R M= HtP+ R+ C

2 (TR) Moy = H+P+F My = 1+ P+ R+ Cp
unde

Fr (Fr) reprezini efectul direct al administrii medicamentului R (T);

P1 (P,) reprezini efectul administirii in perioada | (11);

Cr (Cy) reprezini efectul rezidual (,carry-over”) al admini&tri
medicamentului R (T).

sl PrtPy= FetFr= GrtCr=0

Scopul experimentului este de a stabili bioechialedintre cele

doua medicamente (,formulations” in literatura engiez
Vom folosi urmatoarele notatii:

= ZZZY'IK Si CUY,T :ﬁzzjl;nk
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LEGATURA ANOVA —TESTUL T
Ipoteza de verificat este aceea a lipsei efectelotorir si, ca
urmare si a interactiunii intre acestia.

H,: a,=0 unde 1< k< K
H,: Hg: B;,=0 unde 1< j<J
Hp! V=0 unde 1< j<J si 1< ke K

H.iemaiva:  C€l putinun factor este diferit d&

Statistica F pentru verificarea ipotezeloH,, H;, H,;, are la
numiarator respectiv mediile sumelor déitmte MS,, MS;, MS, iar la
numitor Tntotdeauna media sumétratelor rezidualeloMS; .

Gradele de libertate sunt respect(V,,Vy), (Ve.Vr)s (Vas V&)
unde:

e v,=K-1,

e Vvg=J-1,

e Vp=(0-2)K-1si

e v,=JK(-2)

Evaluarea efectelor se face prin descompuneredcgror componente
care sa estimeze contributia efectelor.

S§ = Z(Yijk _K)z = ,
=Z(Y_k_Y_)2 +Z(\T—Y_)Z + Z(Y-ik =Y Y "'K)Z +
Z(Yiik _\TW)ZZSS:”SSB"’SSH’S%

Termenii acestei difer¢g@ corespund respectiv efectelor principale,
interaciunilor si unei fluctuaii aleatoare.
Deoarece indicele i se refera la subiectii expentuiei (Yijk =Y. jk)

,diferenta intre valoarea subiectului i si medidisatilor din perioada j si
secventa k, reprezinta o ,intervariabilitate”. liologie aceasta este foarte
mare si ipoteza unor subiecti ,identici” este dépale realitate sau se poate
lua in calcul in cazul unor studii pe populatii famari.

In cazul studiilor cross — over IS, ii va corespundeSS, ., o
lui SS; ii va corespundess,

SS, , dupa cum s — a aratat in curs, se descompume int

componenta de variabilitate intraindividuala si oomponenta
interindividuala.

iar lui S§ ii va corespundeSS,,,.,,iare-

erioada !
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Aplicatie:
1. Sa se testeze ipotezele

Hy,: a,=0 unde 1< k< K
H,: Hg: B,=0 unde 1< j<J

Hu: V=0 unde 1< j<J si 1< k€ K

VS.H jemaiva  C€l putinun factor este diferitd@ cu riscul a = 005
pentru datele din tabelul de mai jos:

P Pi
S 1 2
2 3
3 4
S 3 5
4 6
5 4

Solutie:
Conform notatiilor precedente vom calcifa :l—z Y, , deci:

o _1+2+3 o _2+3+4
= 3 =2 oy = 3 =3
— 3+4+5 o— _5+6+4
Y.12: 3 =4 Y.22: 3 =5
Avem Y. k_lzz (. » sau altfel scris:
— _+_ + — Y. +Y., 4+
ALY L P AEAC AL L ALRYT
2 2 2 2
AvemY.;. =13 >Y, , sau altfel scris:
ik
Y,T—Y11+Y12=2+4—38iY,7=Y21+Y22=3+5=4
2 2 2 2
SiY.. = iZZZYIK , sau altfel scris:
UK 44
Y_=Y11+Y12+Y21+Y-22 2+4+3+5 35

4 - 4
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LEGATURA ANOVA -TESTUL T
Calculand eroarea totala conform definitiei obtinem

S§ = (v, -V..) =(-35) + (2- 35 +(3- 35" +

i,j.k
+(3-35)* +(4-35)° +(5-35)* +(2- 35)° +(3-35)° +(4-35)* +
+(5-35)* +(6-35)° +(4-35) =.eeverrreen.e.
ceea ce este 0 metoda foarte lunga de calcul.

Pentru a simplifica modul de determinare pen8§ vom folosi
urmatoarea formula prescurtata:

SS‘ Z ijk -

undez ” —1+2+3+2+3+4+3+4+5+5+6+4 42

i,j,k
DY =12 +22+3 +22 +37 +42 +32 +47 +5° +5% +6° + 4% =170si
i,jk

N =12

2
deci S§ = 170—% =23

a. Pentru testarea efectelor de secventa calculaSS, = Z(Y_k —\t)z .
i,j.k
Trebuie avut in vedere ca sumarea se face dupaintditii de
sumare, respectiv dupp=12; k=12 sii :J,_nk, deci nu este corect sa se
calculeze:
ss =V, V.. + (., -V..] =(25- 35 +(45-35) =2 = fals
Calculul corect:

5=V -V f =L - f+ >, - ) =

i,j,k j=1i=1 j=1i=1

:iZ(z,s—as)ﬂi (45-35) =2n*1+2n,*1=2(n, +n,) =
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b. Pentru testarea efectelor de perioadm calculaS% Z( Y_)2 .
i,j,k

In mod analog,

c. Pentru testarea efectelor de interactivam calcula

sS =YV, Y. -V, +V..f

i,j,k

bk ss = 2 -V v v 55 =0
i,j,k
LI =V, -V, -V, +Y.. = (2-25-3+35F =0
211 =, -V, -V, +Y..f =(3-25-4+35) =0
112 o, Y, -V, +Y..f =(4-45-3+ 35 =0
2|2 =(Y,_22—Y_2—Y2,+Y,,,)2=5—4,5—4+3,5) =0
Deci, MS —i
T (3-1)(K -1)

d. Pentru determinarea IuiSS,nu vom pleca de la definitia sa

—/—\2
SS, ZZ(Yijk —Y,jk) deoarece am avea prea multe sume de calculat (9
sume) ci vom tine cont de uratoarea relatie:

SS, =SS -SS, -SS,-SS,

Inlocuind in formula precedenta obtiner8S, =23-12-3-0= c8ea ce

. Ss, 8 8
| MS, = = =—=1
mpea Me JK(-1) 2*2+(3-1) 8

Vom testa ipoteza
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LEGATURA ANOVA - TESTUL T

H,: a,=0 unde 1< k< K

H,: Hg: B,=0 unde 1< j<J
Hp' Vi=0 unde 1< j<J si 1< k K

VS H emaiva:  C€l putin un factor este diferit de
aplicand testul Fischer astfel:

. Pentru efectul de secventa testul Fischer este:
MS, 12

=F = F=7212; fi00 = 532

Deoarece532(12 se respinge ipotezH ,:a, =0,k =
de secventa

. Pentru efectul de perioada testul Fischer este:
MS, 3 .
VS, =F=>F :1:3, f 15005 = 532

12 avem efect

Deoarece3( 532 nu se respinge ipotezi, : 3, =0, [Jj =12 = nu avem

efect de perioada

F=3

f =532

1,8; 0,95

. Pentru interactiuni:

mS, 0_,.
VS, =F=F II:O, f 16005 = 532

Deoareced ( 532 nu se respinge ipoteky, : y;, =0, 0j =12, Uk =12

= nu avem efect datorat interactiunilor
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=5,32
1,8; 0,95

Modelul mult mai adevarat este cel care folosdd&® ., in loc de
MS,,, fiecare subiect fiind in acest fel propriul saartor.

SSin
MSnt ra = —e

intra

unde :

Y2 Y2 V2
* S%tra :ZYIJi _Z n]k _Z 'ék +Z oek
k

Tk 2n,

* I/intra:nl-kn2_2

In cazul nostru avem :
DY =12 +22 43 +22+3° +47 +37 +4° +5° +57 +6° +4° =170

ok
n=n,=3

j |k Z% Z%:12+ 27+ 48+ 75=162
1t :—(1+2+3)2=?6=12

2|1 =_(2+3+4)2:%1=27

1|2 :—(3+4+5)2=%1=48

212 :_(5+6+4)2:2T25:75
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5 _(@+2f  (2+3F (3+4)  (3+5], (4+6)f  (5+4) _

2 2 2 2 2 2 2 2
:g+§+4_9+%+@+§:£8:164
2 2 2 2 2 2 2
Zv,?k _Zv,?l +ZY32 _(1+2+3+2+3+4) (3+4+5+45+6+4)f
2n, 2n, 2n, 2*3 2*3
_ 225+ 729: 954:159
6 6 6
Deci, S§,,, =170-162-164+159= 3= MS,, . =L = E =075
3+3-2 4
In aceasta situatie vom obtine urmatoarele testeher :
. Pentru efectul de secventa testul Fischer este:
MS 12

Mssn:a =F=>F :75 =16; f 00 = 771
Deoarece7,71( 16 se respinge ipotezH,:a, =0,k = 12 avem efect

de secventa

F=16
=7,71
L4 0,95
. Pentru efectul de perioada testul Fischer este:
MS, 3 .
7S =F=>F =—5:4, fls0es = 771

intra 1
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Deoarece4( 7,71 nu se respinge ipotezd, : 8, =0, [Jj =12 = nu avem
efect de perioada

F=4
=7,71
1,45 0,95
. Pentru interactiuni:
MSV :F:F:L:O'f =771
’ 1,4;0,95 ’
MSntra 0’75 o

Deoareced( 7,71 nu se respinge ipotedd, : y;, =0,0j =12, 0k =12
— nu avem efect datorat interactiunilor

F=

=071

1,45 0,95
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ANALIZA DISPERS ONALA BIFACTORIALA CU INTERACTIUNI INTRE
FACTORI

ANALIZA DISPERSIONALA IN TESTAREA CORELATIEI Sl
REGRESIEI LINIARE

Consideram o variabila aleatoayecare depinde liniar de variabila

aleatoarex:
y=a+ X

Atunci cand facem determinarile experimentale noi nu stimdaica
cele doua variabile se coreleaza liniar si nici care étapta care descrie
dependenta lor. Putem insa, prin analiza datelor experimentale sa
determinam, prin metoda celor mai mici patrate, o estimare a dreptei

¥ =a+bx

daca vom considera un set de determi(m,.r}j_m corespunzatoare pentru
=N

un x; dat:

Y

Y. _

’ =y, |

Y. t
Y=

A

yi -

_ Y=y

Y /

Distanta de la un punct dg; la Y/ se poate descompune in trei

componente: distanta pana%- media puncteloy; , distanta de la media
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FACTORI

grupului la valoarea estimata prin dreagiai distanta de la punctele de pe

dreapta la media totalg :

Yi _y:(yij _yi)+(yi _9i)+(9i _y)
Ridicand la patrat, sumand si tinand cont ca sumele de produse mmkte s
zero, se obtine :

Z(yij _9)2 :Z(yii _yi)2 +2Ni (Vi_g’i)z +2Ni(9i _9)2

$T = $eroare + $de\/iatie dela linearitate + $inearitate
Observam ca, daca toate punctele ar fi pe 0 dréBRa e deiatinearitare VA i

zero, deci aceasta suma este o masura a corelaiel
Intr-adevar :

sau

9—§/:a+bx—a—bx:b(x—;<):r%(x—;()

Facem observatia ca datele pot fi aproximate fdarte dupa o alta lege (de
exempluy = k+/X cum este in cazul in care se aplica la dizolvaged lui
Higuchi).
Observam din definitiile coeficientului de coretasi a raportului de
corelare ca:
2 2
r2 - $inear Si ,72 — SY _S\%( — $inear + $de\/iatiedelaIinearitate

$totaJ Sf $otal

X
Deci dacaSS,,, are o valoare pozitiva avem un semn de necorelare
liniara, dar nu obligatoriu de non — corelare.
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FACTORI
Legaturaintre pantadreptel deregresie s coeficientul de corelatie

_iz X - X Yi _9
N S, S,
In cazul in care punctelg, sunt toate pe o dreapta = a + bx;

rzﬁz[xi -;](amxi —a—b}]:iM

Avem dupa definitie

S S N S, S

X y Xy

_ Z(a+bxi —a—b?()2 _ bZZ(xi —?()2 e
N N X
Deci, inlocuind mai sus

r :%Z()qs_;(}[am)(is_a_bgj:%bzgs_;)z

dar, Sj

X y

Cand punctele nu sunt pe dreapta, panta dreptecple mai mici patrate b
este:

b= Z(Xi _;(Xyi _9) _ Z(Xi _;(Xyi _9) _ Z(Xi _;(Xyi _y)i: r S
Z(Xi —;()2 Sf SxSy Sx X

<

o

] S
Deci,b=r—x
S,
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Testarealinearitatii :

Observam caSS

eroare

are N-| grade de libertate si deci

MS,., = ewe auem caE(MS,

2
=0,
eroare eroare)

N-—I

Media sumei abaterilor de la medie datorita lirtediri
este £(MS,, )= 02 +Np°0?
In cele ce urmeaza vom calcula media suM§j, ., ;
EMSy )= E( (5 - ¥ )= E[ (a+bx, —a-bxf )= 3 (x -xFEp?)
0.2
X

Dar, E( 2): D(b)+[E(b)]2 :ﬁ+[E(b)]2

S
Folosind relatiab = rgy = E(b)=p2* si
o

X y
- o2 o?
E(MS. = =X ——L——+p? L |=
( Smear) Z(XI X Z(Xi—)_()z P 0_5
A (I
:03”“2()(i sz) P2 =2+ Npa

X

In fapt aici am presupus ca pentru fiecare purctvalorile

2
y/x

. . 2
punctelex; si deci putem sa o notam exf sauoy .

Lucrurile nu se intampla intotdeauna in acest B exemplu in
cazul dreptei de etalonare in bioanalitica disjersunt practic semnificativ
mai mari la limita de cuantificare (pana la 20%) fata de restul
concetratiilor la care limita admisa pentru « prez> este de 15%.

Ipotezele de verificat sunt :

H,:p=0 echivalenta cu H,:f= 0 folosind variabila

MS,
aleatoard-, _, = St :
' MS

eroare

corespunzatoarey; au o dispersieg;, care este aceeasi pentru toate
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ANALIZA DISPERS ONALA BIFACTORIALA CU INTERACTIUNI INTRE

FACTORI
Testareaipotezei denonlinearitate: H,:7° - p> =0
Pentru aceasta se compara valorile testului

MS.,. . . N
F,_, . = ———medelalinal@® o valorile din distributia Fischer.
: MS

eroare

Pentru a intelege mai clar principiul testului reatm definitiile lui
nsip .

. Raportul de corelare7® este proportia de variabilitate a lui
Y atribuabila covariantei cX ;
. Coeficientul de determinare (corelatie) este prbpate variabilitate

a lui Y atribuabila covariantei liniare cxi .
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Aplicatii :

1. Consideram urmatoarele puncte de pe dregpt@x +1

X; Yi
0 1
1 3
2 5
3 7
Sa se calculezesi b.
Indicatie:
— - o - - — —\2
X Yi | x y X=Xy -y (Xi - Xxyi - Y) (Xi - X)
0 1 15 | 4 -1,5 -3 4,5 2,25
1 3 -0,5 -1 0,5 0,25
2 5 0,5 1 0,5 0,25
3 7 1,5 3 4,5 2,25

2. Consideram in continuare ca punctgiesunt afectate de erori :
X Yi

WIN|FL| O
oO|O1N| -

Sa se calculezesi b

3. Sa se testeze daca datele de la exercitiul an®rdrcorelate dar nu sunt
corelate linear.

122



XIl1. TESTAREA BIOECHIVALENTEI A DOUA PRODUSE

Una din aplicatiile cele ma importante ale metodel de studiu clinic
incrucisat priveste studiile de bioechivalenta care urmaresc testarea ipotezel
privind bioechivalenta unui medicament generic cu medicamentul inovator.

Definitia cantitativa a bioechivalentel, aprobata prin lege federalain
SUA s adoptata de toate autoritatile de reglemetare a medicamentului in
lume, este dupa cum urmeaza:

Doua medicamente sunt bioechivalente daca intervaul de incredere
90% pentru raportul mediilor parametrilor farmacocinetici esentiali (aria
de sub curba AUC, . s concentratia maxima C,, ) se incadreaza in
intervalul (0,8,1,25).

Este de retinut faptul ca se recomanda de regula, analiza datelor dupa

logaritmare considerandu-se ca acestea urmeaza mai curand o distributie
lognormala decat o distributie normala.

Aplicatie:

1 Consideram caintr-un experiment de bioechivalenta au terminat
experimentul 7 voluntari (4 in secventaRT s 3in secventa TR), iar
concentratiile maxime (mg/l) au fost dupa cum urmeaza:

P. | P

OO~ O |~W
aglloo|o oo |~

RGNy

Sa se verifice ipoteza privind bioechivalenta celor doua

medicamente prin compararea intervalului de incredere 90% pentru raportul
mediilor H cu limitele de acceptare.
Hr

123



Solutie:

dic a d_-l_ Oy = dy — ’ dy ~ i Sj Sy
secv. -d. -d. -d. Z -d
1 | PP 2 - k K
RT 3| 4] 05| 05/0.33 0 0 05| 033| 06
4] 6 1 0.5 0.25
5| 5 0 -0.5 0.25
41 5| 05 0 0
secv. | P1 | Py
2 4] 6 1 0.83 0.69
TR 5| 5 0| 0.17 -0.17 0.03 1.17
6| 5 05_ -0.67 0.45
n=4;n,=3; t5,4 =148
1
di ZE* (yi2k yilk)
Deci
1 1 1 2
dllza*(4_3):E:O'5 ; d21:E*(6_ ):§=1
1 0 1 1
d., ZE*(S_S)ZEZO; d,, ZE*(S_ ):5:0.5
1 2 1 0
d,==*6-4)=—=1 ; d, ==*(5-5)===0
12 2 ( ) 2 22 2 ( ) 2
1 1
d, ==*5-6)=—==-05
=it -g)=-]
o Zdik
d. =-
ok nk
g = Outdytdy +dy —_05+4140+405_
o1 nl y Yo 4
q_ = d,+d,, +d,;, +d,, q. = 1+0-05 ~ 017
2 n2 y Yoo
d,-d.,=05-017=0.33
&l —) & —\2
> (0,-d.f +3 (0. -d.) 05+1.17
SHERS 122 , Sf=———""=0.33;
n+n,-2 4+3-2
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Putem verificaca d, -d., =Y; - Y.
3+4+5+4+ 6+5+5

_ + _
AERCRALFE S S =466
2 2
L 4+6+5+5 4+5+6
— + —
YT:@;YT: 4 3 =5
2 2

Observamca Y, -Y, =5-4.66=0.33=d,, - d.,

- , 1 1
ICgO = YT _YR _tn1+n2—2;0.90 * Sd i i ’
nl n2

IC® =0.33-1.48*0.6* 0.76 = 0.33-0.67 = —0.33

— — 1.1
|Cgo =Y; Y 1, 0, -2:090 S —t+t— ;
n. n,

ICY =0.33+1.48*0.6*0.76=0.33+0.67 =1

Prin  definitie avem u,=pu+F, ;  =pu+F s dec
U — Us = F; —F4 (inipoteza absentel efectelor reziduale).
Deci, P(ICZ ( sty - i1 ( 1C¥)=0.90

- 033 1
-4, 0 (-0.33:1 S o ﬂRD(— , ] :
Hr = # O ( ) e 4.66" 4.66
Hr " Hr (- 0,07;022): 7 0(0.93;1.21) 1 (0.8:1.25)
Hr Hr
Deoarece intervalul de incredere 90% pentru raportul mediilor H
Hr

este inclus in intervalul de acceptare a ipotezel privind bioechivalenta
(0.8;1.25) rezulta ca cele doua medicamente sunt echivalente.
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2. Testarea bioechivaentei pe datele de mai sus, logaritmate.
Solutie:
dy |d, |d,- | du~ [dik —]2 Z(dik —]2 St | S
secv. 9 | =-d. |l_3 e
1 P, P, d°2 d'k d-k d-k
RT 1.1[1.39]0.14 | 0.11 | 0.08 0.03 0.0011 0.02 | 0.01 | 0.12
1.39 | 1.79 [ 0.20 0.09 0.0086
1.61 | 1.61 0 0.11 0.0121
1.39 [ 1.61 ] 0.11 0 0
secv. | P1 | Py
2 1.39 | 1.79 | 0.20 0.16 0.0265
TR [1.61]1.61 0| 0.04 0.04 0.0016 0.05
179 | 1.61 | 0.09 0.13 0.0172
1.1+1.39+1.61+1.39 . 1.79+1.61+1.61
7 = 4 _137+167 _, o,
2
Y, =Y, —err =0.08-1.48*0.12* 0.76 = 0.08 - 0.14 = —0.06
Y, -V, +err =0.08+1.48* 0.12* 0.76 = 0.08+ 0.14 = 0.22
Ing; = Inug O(-0.06;0.22)
T 0(-006;0.22), 41 0 (e ; e02), #7 (1 (0.94;1.24)
/’IR R ILIR
Concluze:
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X111. COMPARAREA A DOUA DREPTE DE REGRESIE

In farmacologie se poate pune problema compararii a doua
medicamente nu numai in ceea ce priveste efectele la o douaistrata Ci
la mai multe doze aceasta mai ales in cazul unor farmacocinetici reeliniar

Relatia biodisponibilitatea — doza sau efect — doza se poate insa
liniariza in urma unor transformari (de regula logaritmice).

Se pune in acest caz problema compararii celor doua drepte obtinute
cu medicamentele respective. Acestea pot fi paralele, samuigipot fi
estimari diferite ale uneia si aceleiasi drepte.

In alt context se pot compara doua metode bioanalitice prin
compararea curbelor de etalonare liniarizate.

Deci matematic avem doua probleme :

. verificarea ipotezei privind paralelismul si
. verificarea ipotezei privind identitatea dreptelor

1. Verificarea ipotezei privind paralelismul
Presupunem ca am obtinut experimental doua grupe de(@aly;j)
Si (%, ¥ar).
Presupunem ca aceste date sunt corelate de dreptele :
y.=a, +ﬂl(X—X1) siy, =a, +132(X_X2)
si deci noi avem sa verificam ipoteza :
H0 :ﬁl :ﬁz :ﬂ \& HA:ﬁ1¢ﬁ2

Similar cu demonstrarea facuta pentru o simplapteese arata ca:

D(b) = i

o
—\2 —\2
Z(Xil _Xl) +Z(Xi2 _Xz)
Deci, pentru testarea ipotezei egalitatii pantdlaopsim testul t.
Pentru aceasta observam ca,

D(bl_bz): 012 —\2 02
Z(xil—xl)
E(bl_bz):ﬁl_ﬁ2 =0

Deci statistica de calculat este:
T —_ bl - b2

e JZ (S S
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unde S, este dispersia ponderata a reuniunii celor doualptp:

S? = (nl — 2)812 + (nz - 2)822
P n+n,-4

Exemplu :

Consideram urmatoarele selectii din doua poputatielate
respectiv prin dreptele :

y=2X+1siy=2x+2

X1 | Y Xi2 | Yi2
0 2 0 3
1 3 1 4
2 5 2 5
3 6 3 7

Sa se verifice ipoteza ca dreptele sunt paralele.

2. Verificareaipotezel privind identitatea dreptelor.

Dupa verificarea ipotezei ca cele doua drepte pardlele, se pune
problema daca ele sunt efectiv identice si deiptéte obtinute prin metoda
celor mai mici patrate sunt estimari ale uneiacsiasi drepte.

Pentru aceasta vom considera dreptele

Yi =, +:8(X_ Xl) siy, =a, +:8(X_ Xz)
si estimarilea,, a,si bpentrua,, a,, respectivs obtinute prin metoda
celor mai mici patrate.

Deci vom calcula valorile, , a,si b care minimizeaza suma

patratelor abaterilor :
P(a, a,, b Z[Y.l (X X )] +Z[y|2 &~ b( XZ)]2
Condltla necesara c&@(a,, a,, b) sa fie minim este ca :
0P _ 0P _ 0P _
da, oOa, db

Calculand se obtine :

—=—zz[y.1 ~bl, -] =0

63_2 = _ZZ[Viz —-a, —b(xiz - xz)] =0
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) R
_ZZ[yiz a, ~ (iz X_z)](xiz_X_Z)

Deoarece Z(Xu - xl): Z(xi2 —x_z): 0 (suma diferentelor fata de
medie), rezulta imediat din primele doua ecuatii:

31 — znyll o _ zy|2 -

=y, sia, = =Y,

Inlocuind in a treia ecuatle se obtine:
- Z (yil - y_l)(xil - X_1)+ bz (Xil - X_1)2 -
- Z (Yiz - y_z)(xiz - X_2)+ bz (Xi2 - X_2)2 =0
de undeb = Z(yil _71)()91 __Zz)"' Z(Viz _Exzxiz _X_z)
Z(Xil - X1) + Z(Xiz - XZ)
Deoarece a, +,8(x—Z) a, +,8(x x_) si a,-a,= [;’(Z—x_z)
consideram estimarez = (a, - a ) bx, - x,) avand

E(z)=0 deoarecen, =y, sia, =y,

ol o}

b o)
azli+i+ b )
LI Z(Xil _Z)z +Z(Xi2 _X_2)2

Astfel se compara valoarea raportului

T — (ai_az)_b(xi_XZ)
n+n,—3 (— —)2
S\/1+1+ %~ %,

—\2 —\2
AL Z(Xil_xl) +Z( i2 _Xz)
cu valorile pragului de acceptare (respingere)deipei pentru un interval

de increderd. - a fixat.

In ceea ce priveste estimar&a a dispersiei, se poate lua suma
erorilor SP(ay, a,, b).

D(z)=
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Exercitiu :
Sa se verifice ipoteza ca dreptele de la exercainderior sunt
identice.
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1. TABELE STATISTICE

Tabele pentru z

0,0

0,0000

0,0040

0,0080

0,0120

0,0239

0,0279

0,0319

0,0359

0,1

0,0398

0,0438

0,0478

0,0517

0,0636

0,0675

0,0714

0,0754

0,2

0,0793

0,0832

0,0871

0,0910

0,1026

0,1064

0,1103

0,1141

0,3

0,1179

0,1217

0,1255

0,1293

0,1406

0,1443

0,1480

0,1517

0,4

0,154

0,1591

0,1628

0,1664

0,1772

0,1808

0,1844

0,1879

0,5

0,1915

0,1950

0,1985

0,2019

0,2123

0,2157

0,2190

0,2224

0,6

0,2258

0,2291

0,2324

0,2357

0,24%4

0,2486

0,2518

0,2549

0,7

0,2580

0,2612

0,2642

0,2673

0,2764

0,2794

0,2823

0,2852

0,8

0,2881

0,2910

0,2939

0,2967

0,3051

0,3078

0,3106

0,3133

0,9

0,3159

0,3186

0,3212

0,3238

0,3315

0,3340

0,3365

0,3389

1,0

0,3413

0,3438

0,3461

0,3485

0,35%4

0,3577

0,3599

0,3621

1,1

0,3643

0,3665

0,3686

0,3708

0,3770

0,3790

0,3810

0,3830

1,2

0,3849

0,3869

0,3888

0,3907

0,3962

0,3980

0,3997

0,4015

13

0,4032

0,4049

0,4066

0,4082

0,4131

0,4147

0,4162

0,4177

1,4

0,4192

0,4207

0,4222

0,4236

0,4279

0,4292

0,4306

0,4319

15

0,4332

0,4345

0,4357

0,4370

0,4406

0,4418

0,4429

0,4441

1,6

0,4452

0,4463

0,4474

0,4484

0,4515

0,4525

0,4535

0,4545

1,7

0,45%4

0,4564

0,4573

0,4582

0,4608

0,4616

0,4625

0,4639

18

0,4641

0,4649

0,4656

0,4664

0,4686

0,4693

0,4699

0,4706

19

0,4713

0,4719

0,4726

0,4732

0,4750

0,4756

0,4761

0,4767

2,0

0,4772

0,4778

0,4783

0,4788

0,4803

0,4808

0,4812

0,4817

2,1

0,4821

0,4826

0,4830

0,4834

0,4846

0,4850

0,484

0,4857

2,2

0,4861

0,4864

0,4868

0,4871

0,4881

0,4884

0,4887

0,4890

2,3

0,4893

0,4896

0,4898

0,4901

0,4909

0,4911

0,4913

0,4916

24

0,4918

0,4920

0,4922

0,4925

0,4931

0,4932

0,4934

0,4936

2,5

0,4938

0,4940

0,4941

0,4943

0,4948

0,4949

0,4951

0,4952

2,6

0,4953

0,4955

0,4956

0,4957

0,4961

0,4962

0,4963

0,4964

2,7

0,4965

0,4966

0,4967

0,4968

0,4971

0,4972

0,4973

0,4974

2,8

0,4974

0,4975

0,4976

0,4977

0,4979

0,4979

0,4980

0,4981

29

0,4981

0,4982

0,4982

0,4983

0,4985

0,4985

0,4986

0,4986

3,0

0,4987

0,4987

0,4987

0,4988

0,4989

0,4989

0,4990

0,4990

3,1

0,4990

0,4991

0,4991

0,4991

0,4992

0,4992

0,4993

0,4993
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3,2

0,4993

0,4993

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4995

0,4995

0,4995

3,3

0,4995

0,4995

0,4995

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4997

3,4

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4998

3,5

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

3,6

0,4998

0,4998

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,7

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,8

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,9

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000
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Tabelepentru t

d loss | Toso | Too | tozs | Toso | Togo | Toes | Toors | tooe | loes
1 0,158 | 0,325 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 3,08 | 631 | 12,71 | 31,82 | 63,66
2 0,142 | 0,289 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,89 | 292 | 430 6,96 | 992
3 0,137 | 0,277 | 0,584 | 0,765 | 0978 | 164 | 235 |318 |454 |584
4 0,134 | 0,271 | 0,569 | 0,741 | 0941 | 153 | 213 | 278 |375 |460
5 0,132 | 0,267 | 0,559 | 0,727 | 0,920 | 1,48 | 202 |257 |336 |4.03
6 0,131 | 0,265 | 0,553 | 0,718 | 0906 | 144 | 194 245 |314 |37
7 0,130 | 0,263 | 0,549 | 0,711 | 0,896 | 1,42 | 190 |236 |300 | 350
8 0,130 | 0,262 | 0,546 | 0,706 | 0,889 | 1,40 | 186 | 231 290 | 336
9 0,129 | 0,261 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,38 | 1,83 | 2,26 282 | 325
10 0,129 | 0,260 | 0,542 | 0,700 | 0,879 | 1,37 | 181 | 223 2,76 | 317
11 0,129 | 0,260 | 0,540 | 0,697 | 0,876 | 1,36 | 1,80 | 2,20 272 | 311
12 0,128 | 0,259 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,36 | 1,78 | 2,18 2,68 | 3,06
13 0,128 | 0,259 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,35 | 1,77 | 2,16 265 |301
14 0,128 | 0,258 | 0,537 | 0,692 | 0,868 | 1,34 | 1,76 | 2,14 2,62 | 298
15 0,128 | 0,258 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,34 | 1,75 | 2,13 260 | 295
16 0,128 | 0,258 | 0,535 | 0,690 | 0,865 | 1,34 | 1,75 | 212 2,58 | 2,92
17 0,128 | 0,257 | 0,534 | 0,689 | 0,863 | 1,33 | 1,74 | 211 2,57 | 290
18 0,127 | 0,257 | 0,534 | 0,688 | 0,862 | 1,33 | 1,73 | 2,10 255 |288
19 0,127 | 0,257 | 0,533 | 0,688 | 0,861 | 1,33 | 1,73 | 2,09 254 | 286
20 0,127 | 0,257 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,32 | 1,72 | 2,09 253 | 284
21 0,127 | 0,257 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,32 | 1,72 | 2,08 252 |283
22 0,127 | 0,256 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,32 | 1,72 | 2,07 251 |282
23 0,127 | 0,256 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,32 | 1,71 | 2,07 250 |281
24 0,127 | 0,256 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,32 | 1,71 | 2,06 249 |280
25 0,127 | 0,256 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,32 | 1,71 | 2,06 248 | 2,79
26 0,127 | 0,256 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,32 | 1,71 | 2,06 248 | 2,78
27 0,127 | 0,256 | 0,531 | 0,684 | 0,855 | 1,31 | 1,70 | 2,05 247 | 2,77
28 0,127 | 0,256 | 0,530 | 0,683 | 0,855 | 1,31 | 1,70 | 2,05 247 | 2,76
29 0,127 | 0,256 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,31 | 1,70 | 2,04 246 | 2,76
30 0,127 | 0,256 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,31 | 1,70 | 2,04 246 | 2,75
40 0,126 | 0,255 | 0,529 | 0,681 | 0,851 | 1,30 | 168 | 2,02 242 | 2,70
60 0,126 | 0,254 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,30 | 1,67 | 2,00 2,39 | 2,66
120 | 0,126 | 0,254 | 0,526 | 0,677 | 0,845 | 1,29 | 166 | 1,98 2,36 | 2,62
0 0,126 | 0,253 | 0,524 | 0,674 | 0,842 | 1,28 | 1,645 | 1,96 2,33 | 2,58
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Tabelepentru F o

0,95
v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y

1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242
2 185 | 190 | 192 | 193 | 193 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194
3 101 | 955 928 | 912 ]| 9,01 | 894 | 889 | 885 | 881 | 879
4 7,71 |1 694 | 659 | 639 | 626 | 616 | 6,09 | 6,04 | 600 | 596
5 6,61 | 579 | 541 | 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 477 | 474
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421 | 415 | 410 | 4,06
7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 387 | 379 | 373 | 368 | 364
8 532 | 446 | 407 | 384 | 3,69 | 358 | 350 | 344 | 339 | 335
9 512 | 426 | 386 | 363 | 348 | 337 | 329 | 323 | 318 | 3,14
10 | 496|410 | 371348333 |322| 314|307 | 302 | 298
11 [ 484|398 | 359 | 336|320 | 309|301 |29 | 290 | 285
12 1475138 349326311 300|291 | 285|280 | 275
13 | 467 381|341 | 318 | 303 | 292 | 283 | 2,77 | 271 | 2,67
14 1460|374 334|311 |29 | 28| 276 | 270 | 265 | 260
15 [ 454 (368|329 | 306|290 | 279|271 | 264 | 259 | 254
16 | 449 | 363 | 324|301 | 285|274 ]| 266 | 259 | 254 | 249
17 |1 4451359320 | 29 | 281|270 | 261 | 255 | 249 | 245
18 | 441 | 355|316 | 293 | 2,77 | 266 | 258 | 251 | 246 | 241
19 | 438352313 | 290 | 274|263 | 254|248 | 242 | 238
20 [ 435[349 (310 | 287 | 271|260 | 251|245 | 239 | 235
21 | 432 | 347|307 | 284|268 | 257|249 | 242 | 237 | 232
22 1430|344 |305) 282|266 |25 | 246|240 | 234 | 230
23 | 428 | 342|303 | 280 | 264 | 253 | 244 | 237 | 232 | 2,27
24 14261340301 | 278|262 | 251|242 | 236 | 230 | 225
25 [ 424 1339|299 | 276 | 260|249 | 240 | 234 | 228 | 224
26 | 423|337 | 298| 274|259 | 247 | 239 | 232 | 227 | 222
27 | 421 | 335|296 | 273 | 257 | 246 | 237 | 231 | 225 | 2,20
28 | 420 | 343295 | 271|256 |245]| 236 | 229 | 224 | 219
29 1418333293 |270| 25 |243 235|228 | 222|218
30 | 417332 | 292|269 | 253|242 | 233 | 227 | 221 | 216
40 | 408 | 323 | 284 | 261 | 245 | 234 | 225 | 2,18 | 212 | 2,08
60 | 400 | 315|276 | 253 | 237 | 225|217 | 210 | 204 | 1,99

120 | 392 | 3,07 | 268 | 245 | 229 | 218 | 209 | 202 | 1,96 | 1,91
00 384 | 300|260 |237|221|210| 201|194 | 188 | 1,83
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0,95

v 12 15 20 24 30 40 60 | 120 | oo
Y
1 244 | 246 | 248 | 249 | 250 | 251 | 252 | 253 | 254
2 19,4 | 194 | 195 | 195 | 195 | 195 | 195 | 195 | 195
3 874|870 | 866 | 864 | 862 | 859 | 857 | 855 | 853
4 591 | 586 | 580 | 577 | 575 | 572 | 569 | 566 | 563
5 468 | 462 | 456 | 453 | 450 | 446 | 443 | 440 | 437
6 400 | 394 | 387|384 381|377 | 374|370 | 367
7 357|351 )|344|341 | 338|334 | 330 327 | 323
8 328322315312 | 308|304 | 301|297 | 293
9 307|301 ) 294 )29 |286|283| 279|275 ]| 271
10 291 | 285 | 277 | 2,74 | 2,70 | 266 | 262 | 258 | 254
11 2,79 | 2,72 | 265 | 261 | 257 | 253 | 249 | 245 | 240
12 269 | 262 | 254 | 251 | 247 | 243 | 2,38 | 2,34 | 230
13 260 | 253 | 246 | 242 | 238 | 234 | 230 | 225 | 221
14 253|246 | 239 | 235 | 231 | 227 | 222 | 218 | 213
15 248 | 240 | 233 | 229 | 225 | 220 | 216 | 211 | 2,07
16 242 | 235|228 | 224 | 219 | 215 | 211 | 2,06 | 2,01
17 238 231|223 |219| 215|210 | 206 | 201 | 1,96
18 234 1227 219 | 215|211 | 206 | 202 | 1,97 | 1,92
19 231 (223|216 | 211 | 207 | 203 | 198 | 1,93 | 1,88
20 228 1220|212 | 208|204 |19 | 19|19 | 1,84
21 225|218 | 210 | 205|201 | 19 | 192 | 1,87 | 181
22 223 1215|207 | 203|198 |194| 189|184 | 178
23 220 | 213 | 205|201 |19 | 191|186 | 181 | 1,76
24 218 | 211 | 203 | 198 | 194 | 189 | 1,84 | 1,79 | 1,73
25 216 | 209 | 201 | 196 | 192 | 187 | 1,82 | 1,77 | 1,711
26 2151207199 |195|19 | 18 | 1,80 | 1,75 | 1,69
27 213 1206|197 |193 |18 | 184|179 | 173|167
28 212 | 204 | 196 | 191 | 187|182 | 1,77 | 1,71 | 1,65
29 210 | 203|194 |19 | 18| 181 | 175| 1,70 | 1,64
30 209 120119318 |184|179| 174|168 162
40 200192 | 184|179 | 174|169 | 164 | 158 | 151
60 192 1184|175 170 | 165|159 | 153 | 147 | 1,39
120 | 183 | 1,75| 166 | 161 | 155 | 150 | 143 | 1,35 | 1,25
00 1,75 | 167 | 157 | 152 | 1,46 | 1,39 | 1,32 | 1,22 | 1,00
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Tabele x?

Numar grade Aria

de libertate 0,025 0,950 0,975 0,990
1 0 3,842 5,024 6,635
2 0,0501 5,992 7,378 9,210
3 0,216 7,815 9,348 11,345
4 0,484 9,488 11,143 13,277
5 0,831 11,071 12,833 15,086
6 1,237 12,592 14,449 16,812
7 1,690 14,067 16,013 18,475
8 2,180 15,507 17,535 20,090
9 2,700 16,919 19,023 21,666
10 3.247 18,307 20,483 23,209
11 3,816 19,675 21,920 24,725
12 4,404 21,026 23,337 26,217
13 5,009 22,362 24,736 27,688
14 5,629 23,685 26,119 29,141
15 6,262 24,996 27,488 30,578
16 6,908 26,296 28,845 32,000
17 7,564 27,587 30,191 33,409
18 8,231 28,869 31,526 34,805
19 8,907 30,144 32,852 36,191
20 9,591 31,410 34,170 37,566
21 10,283 32,671 35,479 38,932
22 10,982 33,924 36,781 40,289
23 11,689 35,173 38,076 41,638
24 12,401 36,415 39,364 42,980
25 13,120 37,653 40,647 44,314
26 13,844 38,885 41,923 45,642
27 14,573 40,113 43,195 46,963
28 15,308 41,337 44,461 48,278
29 16,047 42,557 45,722 49,588
30 16,791 43,773 46,979 50,892
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